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Einleitung. 



§1. 

Eine der wichtigsten Aufgaben der elementaren 
Geometrie ist die Konstruktion einer Figur ans einer 
hinreichenden Anzahl gegebener Stücke, speciell die 
des Dreiecks aus drei Stücken. An diese Aufgabe schliesst 
sich naturgemäss die Frage nach der Grösse der übrigen 
Stücke an. Dieselbe kann ohne weiteres beantwortet 
werden, wenn die Aufgabe der Konstruktion der Figur 
gelöst ist: Man zeichnet die Figur und misst mit Mass- 
stab und Transporteur die gesuchten Stücke nach. 

Dieses Verfahren nennt man das „mechanische'*, 
„konstruktive" oder graphische". Früher vielfach 
unterschätzt; findet es in neuerer Zeit ausgedehnte An- 
wendung in der Technik (Graphostatik). Es ist nicht 
auf ebene Figuren beschränkt: in der darstellenden 
Geometrie wird die Aufgabe behandelt, die einzelnen 
Stücke räumlicher Figuren durch ebene Konstruktionen 
zu ermitteln. Dagegen ist der Anwendbarkeit des 
graphischen Verfahrens durch folgende zwei Haupt- 
punkte eine Grenze gesetzt: 

Erstens setzt es die konstruktiveLösung 
der Aufgabe voraus. Diese aber ist mit Zirkel 
und Lineal durchaus nicht immer möglich und, wenn 
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sie ausführbar ist, durch elementare Betrachtungen nicht 
mit Sicherheit aufzufinden. Auch erfordert sie oft 
einen grossen Aufwand an geistiger Arbeit, während 
der Hauptvorteil des graphischen Verfahrens in der 
Ersparnis an geistiger Anstrengung gegenüber dem 
rechnerischen Verfahren zu suchen ist. 

Zweitens ist die Genauigkeit der graphi- 
schen Methode beschränkt. Mit Sicherheit 
ist bei der Ausmessung und Konstruktion von Strecken- 
grössen nur die dritte Decimale, von Wink^lgrössen 
nur der Zehntelgrad zu ermitteln. Wo grössere Ge- 
nauigkeit verlangt wird — wie in der Astronomie und 
Geodäsie — , ist daher das Verfahren nicht anwendbar. 

Hierzu kommt noch^ dass vom Standpunkt der 
reinen Mathematik aus das graphische Verfahren nicht 
als eine rollständige Lösung des Problems 
betrachtet werden kann. Denn der Mathematiker 
verlangt von einer solchen in erster Linie^ dass sie ihn 
in den Stand setzt, die gesuchten Grössen mit jedem 
verlangten Genauigkeitsgrade zu bestimmen; in zweiter 
Linie aber^ dass sie auch die Gesetze, nach denen die 
gesuchten Grössen von den gegebenen abhängen, aufklärt. 

§2. 

Da also das graphische Verfahren nicht allen An- 
sprüchen genügt, gelangt man zu der speciellen Auf* 
gäbe: Aus einer hinreichenden Anzahl ge- 
gebener Stücke einer Figur die übrigen 
Stücke durch Rechnung zu finden. 

Ein Teil dieses Problems lässt sich mit den Hilfs- 
mitteln der elementaren Geometrie vollständig lösen: 
nämlich die Berechnung geradliniger Stücke und 
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ebener, geradlinig begrenzter Flächenstücke 
aus ebensolchen Grössen. Das erste Beispiel dieser 
Art bot, von den Flachenberechnnngen abgesehen, der 
Fythagoräische Lehrsatz, der aus zwei Seiten eines recht- 
winkligen Dreiecks die dritte durch Rechnung finden 
lehrte. In den Lehrbüchern der Planimetrie findet man 
das nötige Formelmaterial; um aus den drei Seiten eines 
Dreiecks die wichtigeren geradlinigen Stücke und den 
Inhalt zu berechnen. Diese Formeln sollen hier zu- 
sammengestellt werden. Vorher aber sei folgende Be- 
zeichnungsweise festgesetzt, die an späterer Stelle nicht 
wieder erklärt zu werden braucht: 

Ist A die Ecke eines ebenen Dreiecks, so bedeutet 

a den Innenwinkel an dieser Ecke, 

a die Gegenseite dieses Winkels, 

ha die Höhe von A auf a, 

Ha ihren Fusspunkt, 

^a den Badius, 

Oa das Centrum des Ankreises, der a von aussen 
berührt. 
Sind B und C die anderen Ecken^ so bezeichne b^ 
die Projektion HaO vou b auf a, Ca die von c auf a 
(HaB); ferner sei 

8 = y(a + b + c), 

8a = ^(— a + b + c)=8 — a, 

Sb = -2-(a — b + c) = 8 — b, 

so dass Sa + Sb + Sc — s = o ist. 
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Endlich bezeichne 
r den Radios^ M das Centram des Umkreises, 
Q den Radius, das Centram des Inkreises, 
J den Inhalt des Dreiecks. 





Figur 1. Figur 2. 

Die Formeln für das ebene Dreieck sind dann: 
(I) c" = a* + b* + 2abm (Projektionssatz), 

(11) J = y g.Sft.Sb.Scy 
(III) J = -ö- a*»» = -9- ^l^b = -2'^^^y 

(IV) J = (»8 = ^» 8» = ^b 8b = ^ü 8c, 

w, ... abc 
(V) J = -^, 
4r 



(VI) J = f^ p • ^A • ^b • ^e 7 

(VII)-=r — + J_4.J_. 
Q Qt Qb QC 

Ist beispielsweise 

a = 13; b = 14; c = 15, 
so wird g = 2l; 8a = 8; sb = 7; sc = 6, 

also nach (II) J = 84 

und nach (III) 
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ha = ^ = 12,9230 . . . ; hb = 12 ; hc = -^ = 11,2. 
Ferner ist nach (IV) 

^ = 4; ^^ = -^ = 10,5;ßb = 12i ?c = 14 
nnd nach (V) 

r=-^= 8,125. 

o 

Wie gross sind ba, ca, ab u. s. w. ? (Aas (I) zn be- 
rechnen.) Der Leser überzeuge sich, dass auch (VI) und 
(VII) erfüllt sind, und konstruiere das Dreieck, um die Stücke 
nachzumessen. Die Winkel finden sich in Kap. II, § 14, 

berechnet. 

§3. 

Die Anfgrabe der Trigonometrie kann man nun- 
mehr folgendermassen definieren: 

Zunächst für das ebene Dreieck, dann aber auch 
für beliebige ebene nnd räumliche Fignren den Zu- 
sammenhang zwischen den Strecken, Flächeninhalten 
nnd UTinkeln zn ermitteln. 

Das wesentlich neue Moment liegt dabei in der 
Betrachtung der Winkel; da diejenigen Beziehungen^ 
in denen keine Winkel vorkommen, durch die elementare 
Geometrie gefunden werden können. Es werden jedoch 
auch solche Beziehungen mit trigonometrischen Hilfs- 
mitteln oft einfacher und kürzer herzuleiten sein. 

Die Gleichungen zwischen den Strecken und Flächen- 
inhalten sind algebraisch, d. h. sie können auf eine 
Form gebracht werden, in der nur Additionen, Subtraktionen 
und Multiplikationen, und zwar in endlicher Anzahl, yor- 
kommen. So kann für (II) geschrieben werden 

J . J = s . Sa . sb . So oder 

16.J.J = (a + b + c) (— a + b + c)(a — b + c)(a + b — c). 
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Man sagt daher, dass der Inhalt und die geradlinigen 
Stücke des Dreiecks algebraische Funktionen der Seiten 
sind. Das Entgegengesetzte gilt von den Winkeln. Sie sind 
zwar auch durch die drei Seiten bestimmt, d. h. Funktionen 
der drei Seiten; aber der Zusammenhang zwischen Seiten 
und Winkeln lässt sich nicht durch eine endliche Anzahl 
Yon Additionen, Subtraktionen und Multiplikationen defi- 
nieren; die Winkel sind also „nicht-algebraische"^ 
oder, wie man dafür sagt, „transcendente'^ Funktionen 
der Seiten. 



Erster Teil. 

Ebene Trigonometrie. 



Erstes Kapitel. 

Das rechtwinklige Dreieck« 

§ 4. Definition der trigronometrischen Funktionen« 

Wenn in einem bei C rechtwinkligen Dreieck ABC 
ein spitzer Winkel, etwa o, bekannt ist, so kennt man 
auch den zweiten Winkel, ß = 90^ — a. Man kennt 

ß 




FIgnr 8. 

also das Dreieck seiner Gestalt nach. Ist in irgend 
einem anderen rechtwinkligen Dreieck A'B^C der Winkel 
af gleich a, so sind die Dreiecke ABC und A'B'C' ähn- 
lich und folglich auch 

a : b : c = a' : b' : c'. 
Die Verhältnisse der Seiten eines recht- 
winkligen Dreiecks sind also durch einen 



16 FJ»en^ TTiironometrie. 

d<»r «pitÄCn'WiÄkf^l Tollig bf fitimmt, sie siad, 
^i« der MAtlioBQÄtik^r dafür smgt, 9J*««k*i«»Mi** 

IhI 9.. R. « = HO**, ac ist a := - c, also sacb dem Pytka- 
fitiv^a, h= l^ r», mitiim hat man 

= ^ =0.^. = o^aSnw». =r3= 1.7321. 

Ist ft = 4h', i4^ isi r = * 1 ü. alsp 

Matt Tj^niit fli^Ti QnoxitmTfiD - d«n Sizms des 

>^tiiii« ^^tHcroDkatiiMY- dnrrii Urpiitr— nc 

f 

V» i>»^ di<* ^^i^4^^rk;i;in\?r von s, d, 1*. Bes Compie- 
»»u>nl* V«vi^ *^; ' ,^5 rmJu>- dt- >i:nos d^ Oaxxmknoits 
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Den Quotienten -r— = -^ — = nennt man die 

^ b b : c cos a 

Tangente des Winkels a. 

r 

Tangrente = Sinus dnrch Cosinirs = Gegenkathete 

durch andere Kathete* 

a sin g 

tg: a — -^ cosa 

(spr. Tangens alpha.) 

— ist hiernach die Tangente von /ff und wird als 
a 

solche die Cotangeute von a genannt. Die Bezeichnung 
-^ entstand aus co. tang. = complementi tangens. 

Cotangente = Gegenkathete des Complements 
durch andere Kathete. 

cotg a = -— - = tg (90° — a) = 



^*, 



a '^ ^ ^ sma 

(spr. Cotangens alpha). 

Nach dieser Definition sind Tangente und Cotangente 
reciproke Werte : 



cotg a = - — , weil cotg a . tg a = 



h a 



= 1. 



tga' e--e- a b 

Aus diesem Grunde wird cotg a nur selten gebraucht, 
da es sich so einfach durch tg« ersetzen lässt. 

Im ganzen giebt es 6 Seitenverhältnisse: -r-> — J — ' 

— ; — t -^r-. Die Namen der 4 ersten sind soeben ange- 
c a b '^ 

geben worden. Von den beiden letzten ^nennt man -r- 

/» 

die Secante und dementsprechend — die Cosecante von a 

a 

und schreibt dafür seca and coseca. Offenbar ist coseca 
Hessenberg, Ebene und sphärische Trigonometrie. 2 
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sec a = — — — • Daher werden die Funktionen sec 



sm a ' cos a 

und cosec im allgemeinen nicht benutzt. 

Dagegen präge sich der Leser die Definition der Funk- 
tionen Sinus, Cosinus, Tangens und Cotangens aufs sorg- 
faltigste ein. Hierbei sind folgende Merkmale dienlich: Im 
Zähler steht stets die Gegenkathete, und zwar die 
des Winkels selbst bei den Funktionen ohne Co, dagegen 
die des Complements bei den Funktionen mit €o* Im Nenner 
steht die Hypotenuse bei Sinns und Cosinus. 

Sinus, CosinuS; Tangens und Cotangens heissen die 
„trigonometrischen Funktionen**. Sie sind 
absolute unbenannte Zahlen; ihr Wert ist unabhängig 
davon, ob die Seiten des Dreiecks nach Centimetem, 
Zoll oder sonst irgend einem Masse gemessen sind. 
Man kann ihre Werte für jeden Winkel mit beliebiger 
Genauigkeit berechnen, und zwar mit elementaren Hilfs« 
mittein, aber auf Grund von Eigenschaften, die erst 
später zu entwickeln sein werden. Wesentlich einfachere 
Methoden liefert jedoch die höhere Mathematik. Näheres 
hierüber findet sich im dritten Teil dieses Buches. 

Man hat, wie für die Logarithmen der Basis 10, 
auch für die trigonometrischen Funktionen Tabellen auf- 
gestellt. Diese finden sich aber, da sie wenig gebraucht 
werden, gar nicht oder nnr in beschränktem Umfange 
den logarithmischen Tabellen werken beigegeben. Da- 
gegen enthalten diese Werke ausführliche Tabellen der 
Logarithmen der trigonometrischen Funktionen. Die 
sichere Handhabung dieser Tabellen ist für das Weitere 
unumgänglich notwendig, und zwar übe sich der Leser 
zunächst an der für die meisTten Zwecke ausreichenden 
fünfstelligen Tabelle. 
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§ 5* Auflösungr der rechtwinkligen Dreiecke. 

Wenn man bedenkt, dass die zu einem Winkel a 
gehörigen Zahlen sino, cosa, tga, cotga nichts anderes 
sind, als die Seitenverhältnisse eines beliebigen recht- 
winkligen Dreiecks, dessen einer spitzer Winkel gleich 
a ist, so erkennt man, dass mit den trigonometrischen 
Tabellen vollständig das Material zur Auflösung der 
rechtwinkligen Dreiecke gegeben ist. In einem solchen 
kann gegeben sein: 

1) a und a 3) a und c 

2) a und b 4) a und b 

5) a und c. 

Im ersten FaUe hat man: 



o a 

= sina, also c = —^ 



c sm a 

log c = log a — log sin a 

Im zweiten Falle ist: 



a 



a 



r- = tg a, b = 7 

b ^ ^ tga 

log b = log a — log tg a 



= cos a, = 



c cosa 

log c = log b — log cos a 

Im dritten Falle ist: 



a 



a 



= sin a , a = c . sin a 



log a = log c + log sin a 

Im vierten Falle ist: 
a 

log a — log b = log tg a 

oder auch c 



^ =tga, a = btga 
log a = log b + log tg «• 

— = cos a, b = c cos a 

c 

log b = log c + log cos o. 



a 



c = 



sin a 
log c = log a — log sin a 

y a" + b*. 
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Im fünften Falle ist: 



b = a cotg a 

log b = log a -f- log cotg a 



a 

— = sin a, 
c ' 

log a — log c = log sin a 

oder b = ^ c^ — a^. 
Die Berechnung des zweiten Winkels ist hierbei 
nicht berücksichtigt. Es ist ja ß = 90° — a. Die An- 
wendung der Formeln c = ]/a* + b*, b = )/c* — a* ist 
nur zu empfehlen, wenn a, b resp. c, a ganzzahlig sind, 
oder wenn man eine ausführliche Quadratzahlentabelle 
zur Verfügung hat. 

Erstes Beispiel. 

a =: 3, c = 5 . 

b = |/2ö — 9 = 4. 
log a = 0,47712 
log c = 0,69897 

log sin a = 0,77815 — 1 = 9,77815 — 10. 

a = 36<» 52' 11" 
/? = 90*» — a == 53" T 49''. 

Der Leser rechne für dieses Dreieck auch die andern 
4 Fälle durch. 

Die Bestimmung der Sekunden ist nicht ganz genau. 
Man findet denselben log sin für alle Winkel von 36* 52' 9" 
bis 36* 52' 12". Mit 7stelligen Logarithmen findet man, 
dass der letzte Wert der richtige ist. 

Zweites Beispiel. 
a==12, a = 67* 22' 49" 



log c = log a — log sin a 

log a = 1,07918 
— log sin a = — 9,96524 + 10 



log b = log a 4" log cot a 

log a = 1,07918 
log cot « = 9,61971 — 10 



log c = 1,11394 
c = 13,000 
Probe: 12* 4-5' = 13". 



log b = 0,69897 
b = 5,0000 
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Drittes Beispiel. 
c = 21,746; a = 38' 21' 47" 



log a = log c + log sin a 

log c = 1,33738 
log sin a = 9,79285 + 10 



log b = log c -|- log cos a 

log c = 1,33738 
log cos o = 9,89437 — 10 



log a = 1,13023 
a — 13,497 



log b = 1,23175 
b = 17,051 



Probe mit Hilfe der Quadratzahlentabelle : a* = 182,17, 
b* = 290,73, c' = 472,89. 

Das zweite and dritte Beispiel sind der Tafel I am 
Schlosse des Baches entnommen. 

§ 6« Verlauf und Yerallgremeineniiigr ron Sinns 

und Cosinns* 

1. Um von dem Verlauf des Sinus und Cosinus ein 
anschauliches, geometrisches Bild zu erhalten, denke 
man sich die Hypotenuse des bei C rechtwinkligen Drei- 
ecks ABC als Längeneinheit gewählt. Dann ist sina 
= a, cos a == b, weil c = 1 wird. Denkt man sich nun 

e 




Figur 4. 
den Winkel a veränderlich, den Schenkel AC aber fest- 
gehalten, Bo beschreibt der Punkt B einen Viertelskreis 
P B Q. Das Lot von B auf den Eadius A P, der durch 
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C geht, ist der Sinus, die Entfernung seines Fusspunktes 
von A der Cosinus, vorausgesetzt; dass der Kadius des 
Kreises die Längeneinheit ist. Man sieht aus der Eigur 
unmittelbar, wie der Sinus von bis 1 wächst, wäh- 
rend der Cosinus von 1 bis abnimmt. 

2. Es hindert uns aber nichts, den Schenkel 
AB über die Lage AQ hinauszudrehen, wenn 
wir nur AP über A hinaus rückwärts verlängern. Dann 
wandert C auf dem zu AP entgegengesetzten Radius 
AR weiter, das Lot BC nimmt von 1 bis wieder 
ab, und AC wächst wieder von bis 1, ist aber jetzt 
entgegengesetzt gerichtet wie vorher. 



Ji 



A 


K 


U 


y\ 


h 


( 




Ä 

Figur 6. 


i 


r' 



Man bezeichnet nun auch weiterBC, ge- 
messen durch AB, als den Sinus von PAB 
und hat damit die Definition des Sinus auf stampfe 
Winkel erweitert. Ebenso nennt man auch weiter 
AC, gemessen durch AB, den Cosinus von o, 
erteilt ihm aber, da AC entgegengesetzt ge- 
richtet ist^ wie die Cosinus des ersten Qua- 
dranten, das negative Vorzeichen. 
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Die 80 definierten Sinus und Cosinus stumpfer 
Winkel lassen sich leicht durch die ihrer spitzen Neben- 
winkel ausdrücken. Ist nämlich -<B'AP =-<BAR 
= 180® — a, so ist B' C gleich und gleichgerichtet^ wie 

B C, d. h. es ist 

8iiia = flin (180' — a). (I) 

Dagegen ist AC gleich und entgegengesetzt ge- 
richtet, wie A' C, d. h. es ist 

cos a = — cos (180* — a) (II) 

Nebenwinkel haben gleiche Sinns und entgegen- 
gesetzt gleiche Cosinns. 

3. Man kann A B noch weiter drehen^ durch den dritten 
und vierten Quadranten, bis nach AP. Dabei wandert C 
von R nach P zurück, und wenn man AC, gemessen 
durch AB, wieder mit dem negativen Vorzeichen, wenn C 
auf AR, mit dem positiven, wenn C auf AP liegt, auch 
weiterhin als Cosinus von a bezeichnet, so durchläuft der 
Cosinus die Werte von —1 bis +1 wieder zurück. 

Ebenso bezeichnet man B C, gemessen durch A B, auch 
weiterhin als den Sinus, erteilt ihm aber das negative Vor- 
zeichen, da B C entgegengesetzt gerichtet ist, wie im ersten 
und zweiten Quadranten. 





Figur 6. 



Figur 7. 
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Die Sinns und Cosinus der Winkel des dritten und 
vierten Quadranten lassen sich wieder in einfacher Weise 
durch die des ersten und zweiten ausdrücken. Verlängert 
man nämlich BA über A hinauis bis zum zweiten Schnitt- 
punkt B' mit dem Kreis, so ist <P AB' = a — 180*, B'C 
ist gleich und entgegengesetzt gerichtet, wie BC: 

sin a = — sin (a - 180**). (III) 

CA ist gleich und entgegengesetzt gerichtet, wie CA: 
C08 a = — cos (a — 180*'). (IV) 

Winkel, die sich um 180** unterscheiden, haben ent- 
gegengesetzt gleiche Sinus und Cosinns* 

4. Hierdurch erhält man folgendes Bild von dem Ver- 
lauf des Sinus und Cosinus in den 4 Quadranten: 



a 


sina 


cosa 


— 


— 


— 1 


geht von bis R 


geht von bis 1 


geht von 1 bis 


— R 


— 1 


— 


geht von R bis 2 R 


geht von 1 bis 


geht von bis — 1 


— 2R 


— 


— —1 


gehtvon2Rbis3R 


geht von bis — l 


geht von — 1 bis 


— 3R 


— -1 


— 


geht von 3 R bis 4 R 


geht von — 1 bisO 


geht von bis 1 


4R 
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Lässt man den Punkt B von irgend einer Lage aus 
einen vollen Umlauf auf dem Kreise machen, so vermehrt 
sich zwar der Winkel a um 360**, aber B und mit ihm BC 
und AC kehren in ihre vorige Lage zurück. Man sagt da- 
her, Sinus und Cosinus seien „um 360** periodisch^: 
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(VI) 



6. Bisher war angenommeii, daes sich B auf dem Kreise 
entgegengesetzteo Sinne wie der Ohrzeiger drehe. Dreht 
in A B nach der anderen Seite, bis es mit A F zusammen' 
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fällt, so wird a null und der bei weiterer Drehung ent- 
stehende Winkel ist konsequenterweise als ein negativer 
Winkel zu bezeichnen. Die Funktionen negativer Winkel 
definiert man durch die zuletzt aufgestellte Gleichung, in- 
dem man zu dem Winkel so oft 360® hinzufügt, bis man 




Figur 9. 
einen positiven Winkel erhält. Auch überzeugt man sich an 
der Figur leicht, dass 

sin (— a) = — sin a, cos (— a) = cos a ist. (VII) 

§ 7« Terlanf der Tangrente« 
Die Tangente definiert man für beliebige Winkel 
am besten immer als Quotienten von Sinus und Cosinns : 

. sina 

tga = . 

° cosa 

Durch Division der Formeln 
sin a = sin (180^ — a), cos a = — cos (180® — a) 
erhält man tg a = - tg (180« - a) (VIII) 

Nebenwinkel haben entgegengesetzt gleiche Tangenten. 

Durch Division der Gleichungen 

sin a = — sin (a ~ 180*), cos a = — cos (a — 180«) 
erhält man tg a = tg (a - 180»). (IX) 
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Die Tangenten der Winkel im dritten und vierten Qua- 
dranten stimmen wieder mit denen der Winkel im' ersten 
und zweiten überein, die Tangente ist also bereits 
nm 180^ periodisch. 

Für negative Winkel erhält man durch Division von 
sin ( — o) = — sin a, cos (— - a) = cos a 

tg(-a)=-tga. (X) 

Um von dem Verlauf der Tangente ein geometrisches 
Bild zu erhalten, errichte man in Fig. 10 in P das Lot 
auf AP und verlängere AC bis zum Schnitt T mit 




Figur 10. 

demselben. Dann ist TP: AP = tgo, und da AP die 
Längeneinheit ist, ist TP das Mass der Tangente. 
TJebrigens stammt die Bezeichnung „Tangente" davon 
her, dass TP in P den Kreis berührt. 

Die Tangente wächst von bis 90° stetig und 
kann jeden Wert annehmen. Für 90° ist sie nicht 
de&iierbar, da sich dann AC und das Lot in P nicht 
schneiden. Auch wird cos 90° = 0, so dass der Quotient 



28 Ebene Trigonometrie. 

;r7r^ keinen Sinn hat. Man schreibt aber 

cos 90** 

tg 90® = 00 (gesprochen : unendlich), 
um damit anzudeuten, dass tga bei der Annäherung 
von a an 90® jeden beliebig grossen Wert annehmen kann. 

§ 8. Algebraische Gleichungen zwischen den 
Funktionen desselben Winkels. 

Nach dem Satz des Pythagoras ist für jede Lage 
des Punktes B: 

oder, da AB = 1, AC = + cosa, BC = + sina ist: 

sin' a -\- cos' a = 1. (XI) 




Dies ist eine der wichtigsten Fundamentalformeln 
der Trigonometrie. Mit der andern Gleichung 

sina 

zusammen gestattet sie, jede der drei Funktionen sin, 
tg, cos durch eine andere auszudrücken. Eliminiert ttian 
irgend eine, etwa sin, aus beiden Gleichungen, so erhält 
man eine Beziehung zwischen den beiden andern, etwa 
cos und tg. Der Leser übe dies zunächst an einigen 

Zahlenbeispielen, z.B. tga= -^, ys, 3 u. a. m., und 

leite sodann folgende 6 Formeln ab: 
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1 

sina 


sina 




tga 
yi + tg'^a 1 


y 1 — cos"a 


cosa 




cos a 


1 


yi — sin*a 


yi+tg-a 


tga = 


sin a 
yi-sin«a 




tga 


y 1 — cos'a 
cosa 



Zweites Kapitel. 

Das sehlefwinklige Dreieck. 

§ 9. Cosinnsformeln nnd Cosinnssatz. 

In jedem schiefwinkligen Dreieck gelten die drei 

Cosinnsformeln : 

a = b cos y + c cos ß 
b = c cos a + a cos y 
c = a cos /? -(- ^ cos a (I) 

€ 




Flgnr 12. 
Beweis. 1. a und ß seien spitz. Dann ist in 
dem rechtwinkligen Dreieck ACHc 

A Hc ^ A C cos o = b cos a 
nnd in dem rechtwinkligen Dreieck BCHc 

BHc = BC cos/? = a cos /ff. 
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Durch Addition folgt 
AHc + BHc = AB=:c = acos/9+b cos a, w. z, b. w. 

2. Einer der Winkel a und ß, etwa o, sei stampf. 
Dann ist wie vorher 

B Ho = B C cos |9 = a cos ß. 
Dagegen AHo = AC cosa'= b cos«', 

wo a* = 180° — a der Aussenwinkel an der Ecke A ist. 




^ A 

Figur 13. 
Durch Subtraktion folgt 
B Ho — AHc = AB = c = a cos ß — b cos o' 
und nach Formel (II) des ersten Kapitels ist 

— cos o' = cos a, also 
c = a cos jff + b cos a, w. z. b. w. 
Man kann die drei Cosinusformeln als drei Glei- 
chungen ersten Grades mit den drei Unbekannten cos a, 
cos ßj cos / auffassen und nach diesen Unbekannten auf- 
lösen. Dann erhält man: 

— a» + b* + c» 

cos a = —^ 

2b c ' 

-f a» — b' + c" 
cosjff = 7rzr~L 9 



cos 7 = 



2 ac 

a' + b' — o' 

2ab 



(II) 
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Man schreibt Dach WegschaffuDg der Brüche diese 
Formeln meist in der Gestalt: 

a" = b' + c" — 2 b c cos o, 
b" = c"4-a'— 2caco8i», 
c" =-. a" + b» — 2 a b cos y. (III) 

Diese Formeln enthalten den sogenannten Cosinus- 
satz« Weiss man eine der Formeln (III) auswendig, so 
leitet man die anderen durch Vertauschung der Seiten 
und Winkel aus ihr ab. Will man den Cosinussatz 
unmittelbar aus den Cosinusformeln erhalten, so multi- 
pliziere man die erste mit a, die zweite mit b, die dritte 
mit c, addiere zwei von ihnen und subtrahiere die dritte 

davon. 

umgekehrt erhält man durch Addition zweier der 
Gleichungen (III) die Cosinusformeln. Addiert man z. B. 
die beiden letzten, so hebt sich b* + c* auf beiden Seiten 

und es bleibt o = 2 a« - 2 ca cos /3 - 2 ab cosy. 

Dividiert man durch 2 a und bringt die negativen Glieder 
auf die linke Seite, so erhält man die erste Cosinusformel. 

Die Gleichungen (III) erhält man auch unmittelbar aus 
dem Projektionssatz oder verallgemeinerten Pythagoras [For- 
mel (I) der Einleitung]. Ist nämlich / spitz, so ist 

c« = a" + b* — 2aba 
und ba = b cos y. 

Ist aber y stumpf, so ist 

c» = a"+b»+2aba 
und ba = b cos (180** — y) == — b cos y. 

§ 10« Anwendung des Cosinussatzes« 
Der Cosinussatz gestattet die Berech- 
nung der fehlenden Stücke des Dreiecks, 
wenn drei Seiten oder zwei Seiten und ein 
Winkel gegeben sind. 
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Erster Fall: Gegeben die 3 Seiten a, b, c. 
Man erhält die Winkel aus (II), 

Erstes Beispiel. 

a = 13, b = 4, c = 15. 

1. Berechnung von a, 

— a" + b • + c" = — 169 + 16 + 225 = 72, 

72 _ 3 -^ 

log cos a = 9,77815 — 10, 
a = 53' T 49". 

2. Berechnung von ß, 

a" — b« + c" = 169 — 16 + 225 = 378, 
_ 378 ^ 63 
^^^^—2.13.15 65' 
log cos ß = log 63 — log 65, 
log 63 =1,79934 
log 65 = 1,81291 

log cos ß = 9,98643 — 10, 
/?==14M5'0". 

3. Berechnung von y. 

a" + b» — c" = — 40, 

40 5 

cosy = - 2.13.4 = - TI"' 

/ ist also ein stumpfer Winkel. Da stumpfe Winkel 

nicht in der Tabelle stehen und negative Zahlen keine 

(reellen) Logarithmen haben, bestimme man statt / den 

Winkel y' = ISO® — y, dessen Cosinus nach Formel (II) des 

5 
Kap. I gleich -\- -j^ ist. 

Man hat log 5 = 0,69897 

log 13 = 1,11394 

log cos y' = 0,58503 — 10. 
y* = 6r 22' 48" 
y = 180« — / = 112« 37' 12". 



Kap. IL Das schiefwinklige Dreieck. 33 

Probe : o + /? + y = 180' 0' 1". 

Der Fehler von 1^' ist sehr gering. 

Wenn a, b, c nicht ganzzahlig gegeben sind , wird 6,i^ 
Rechnung wohl umständlicher, bleibt aber im Prinzip die 
gleiche, wie bei dem ersten Beispiel. 

Zweites Beispiel. 

a = 13,509, b = 16,470, c = 21,746. 

Logarithmisch oder mit einer Quadratzahlentabelle be- 
rechne man zunächst a^ b", c'. Die Quadratzahlentabelle 
ergiebt a» = 182,49, b« = 271,26, c* = 472,89. 

1. Berechnung von a. 
-a" + b* + c" = 561,66 

log cos a = log 561,66 — log 2 — log b — log c 
ausgerechnet = 9,89437 - 10 
a = 38" 21' 48". 

2. Berechnung von /?. 
a*-b' + c" = 384,12 

log cos ß = log 384,12 — log 2 — log a — log c 
ausgerechnet = 9,81543 — 10 
ß = 49" 10* 24''. 

3. Berechnung von y. 

a" + b" — c* = — 19,14 

y ist stumpf. / =: 180* — y. 

, , 19,14 

log cos y' = log 19,14 — log 2 — log a — log b 
ausgerechnet = 8,63360 — 10 
y = 87^ 32' 5" 
y = ld0*-y' = 92*27' 55". 

Probe : a + ß + y — 180* C 7", 
hinreichend genau. 

Zweiter Fall: Gegeben zwei Seiten und der ein- 
geschlossene Winkel: a, b» y. 

Hessenberg, Bbene und sphärische Trigonometrie 3 
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Man findet c ans der dritten Formel (III) dieses 
Kapitels, sodann a und ß wie im ersten Fall oder nach 
dem Sinnssatz, § IB. 

Drittes Beispiel. 
Y spitz, a = 13, b = 14, y = 67' 22' 48". 

log 2 ab cos y = log 2 + log a + log b + 1^? cos y 
ausgerechnet = 2,14613 
2 ab cos y = 140,00 

c" = a" + h* — 2 ab cos y 

= 169 + 196 — 140 = 225 
c = 15. 
Für a nnd /? erhält man nach den Formeln (II) : 

a = 53' T 49", ß = 59' 29' 23". 
Probe : a + /9 + y = 180' 0' 0". 

Viertes Beispiel. 

y stumpf, a = 13,509, b = 16,470, y = 92« 27' 55". 
y = 180" — y == 87* 32' 5", cos y' = — cosy 
c« = a" + b* + 2abcosy' 
log 2 ab cos y' = log 2 + log a + log b + log cos y' 
ausgerechnet = 1,28194 
2abcosy'= 19,14 

a" = 182 49 [**» *>■ und c sind ans a, b und 

L a __ 27 1 26 ^' ™^^ ^^^ Quadratzahlentabelle 

1 ermittelt.] 

c" = 472,89 

c = 21,746. 

Dritter Fall: Gegeben zwei Seiten und ein nicht 

eingeschlossener Winkel: a, b, a. 

Dieser Fall ist einfacher nach dem Sinussatz (siehe 

§ 13) zu lösen, lässt sich aber auch nach dem Cosinns- 

satz behandeln. Man hat für c die quadratische Gleichung 

a* = b* + c* — 2 b c cos a 

oder c* — 2 b c cos a = a * — b *. 
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Ihre "Wurzeln sind 



c ^ b cos a + t^ a* — b* + b* cos* a 
= bcosa+ Va" — b-sin^a (IV) 

Ist a > b, so ist nur das obere Vorzeichen brauch- 
bar; das untere würde einen negativen Wert ergeben. 
Ist a < b, so sind beide Vorzeichen brauchbar, es muss 
aber b*sin'a kleiner als a' sein, weil sonst der Aus- 
druck unter dem Wurzelzeichen negativ wird. 

Fünftes Beispiel. 

a = 13, b = 4, a = 53' T 49''. 

log b cos a = log b + log cos a 
log b sin a = log b + log sin a 
log b = 0,60206 
log cos o = 9,77815 — 10 
log sin a = 9,90309 — 10 

log b cos « = 0,38021, . .. b cos a = 2,4000 
log b sin a == 0,50515 
2 log b sin a = 1,01030 . . . b» sin« a = 10,240 
a" — b" sin* « = 158,76 

Va" — b-sin-a = 12,600 

c = 2,4i:12,6 = 15 oder — 10,2. 
Die negative Wurzel ist nicht brauchbar. Aus a = 13, 
b = 4, c = 15 berechnet man die fehlenden Winkel nach Fall 1. 

Sechstes Beispiel. 

c = 21,746, a = 13,509, a = 38' 21' 48". 
Man hat für b die quadratische Gleichung 

a* = b* + c* — 2 b c cos «, 

deren Wurzeln , iw-i r^—» — 

b = ccosa + ya" — c sm « 

sind. Es wird wie im fünften Beispiel: 

c cos a = 17,051, c* sin« a = 182,16 
a" — c« sin« a = 182,49 — 182,16 = 0,33 

Va^-c^sin«« = 0,575 

b=17,a5l4: 0,575 = 17,627 oder 16,476. 
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Beide Werte sind brauchbar; aber die letzte Stelle ist 
nm 6 Einheiten falsch, wie genauere Berechnung zeigt. Der 
Fehler entsteht dadurch, dass a' — c'sin'a nur auf zwei 
Stellen genau gefunden wird. Er kann noch bedeutend 
grösser werden. 

Weitere Uebungsbeispiele enthält Tafel II am Schluss 

des Buches. 

§ 11« Sinussatz« 

Die Seiten eines Dreiecks yerhalten sicli) wie die 
Sinns der gegenttberliesrenden WinlLel: 

a : b : c = sin a : sin j9 : sin /• (V) 

Beweis. In dem rechtwinkligen Dreieck ACKc 
liegt bei A der Winkel a, wenn er spitz ist, dagegen 
der "Winkel (180*^ — o) = a', wenn a stumpf ist. Nach 
Formel (I) des ersten Kapitels haben a' und a denselben 
Sinus CHe _ hc 

€ 



sma^ 




Figur 14. 
Es ist also hc = b sin a 

und ebenso im Dreieck B C Hc 

hc = asin^ 
folglich : a sin j9 = b sin a 

a : b = sin a : sin ß w. z. b. w. 



(VI) 
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A 

Figur 16. 

Erweiterter Sinnssatz: 

a b c 



B 



= 2r 



(VII) 



sin a sin ß sin / 
oder a = 2rsina; b = 2rsin/?; c = 2r8in>'. (VIII) 

Beweis. Man ziehe durch B den Durchmesser 

des Umkreises. A' sei sein zweiter Endpunkt. Das 




Figur 16 a. 

Dreieck A'BC hat nach dem Satz des Thaies bei G 
einen rechten Winkel. Also ist: 

. BC a 



sm o' = ==r-r . =■ 



BA' 2r' 



\ 
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Ist aber a spitz, so steht es mit a' über demselben 
Bogen, ist also nach dem Satz vom Peripheriewinkel 
gleich af. Ist dagegen o stumpf, so ergänzen sich die 

A 




Figur 16 b. 

Bogen, über denen a und a* stehen, zu 360', die Winkel 
o und af also zu 180^. Es ist daher nach Formel (I) 
des ersten Kapitels sin a^ gleich sin a, mithin unter allen 
Umständen 



sma = 



a 



Zweite Form des erweiterten Sinnssatzes: 

sing sin/? siny _ 2 J 

a ~" b ~~ c "~abc 
1 , . 1 . . 1 



(IX) 



oder J = -2 bc sin o = -s- ca sin /? = -g ab sin y (X) 

(Inhaltsformel). 

ErsterBeweis. Nach Formel (VII) dieses Kapitels 



sina 1 

ist = 

a 



- — . Drückt man r nach Formel (V) der 
2r ^ ' . 



Einleitung durch J und die Seiten aus, so wird 
^ 2J 
abc* 



sina 



a 
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Zweiter Beweis. Nach Formel (VI) dieses 
Kapitels ist hc = b sin o, also 

J = Q c ho = -^ b c sin a, w. z. b. w. 

§ 12. Rechnerischer Beweis des Sinnssatzes« 

Bei den soeben angegebenen geometrischen Beweisen 

, des Sinnssatzes mussten die Fälle stumpfer und spitzer 

Winkel unterschieden werden. Dies ist nicht notwendig, 

wenn man mit Hilfe der Formel (XI) des ersten Kapitels : 

sin' a + cos' a = 1 
sich den Sinus aus dem in § 9, Formel (II), angegebenen 
Ausdruck des Cosinus ausrechnet. Man hat dabei drei- 
mal die Formel 

p' — q'=(p — q) (p + q) 

aus der Algebra anzuwenden. Zunächst ist 

sin' o = 1 — cos* a = (1 — cos a) (l + cos a). 
Die beiden Faktoren der rechten Seite berechnen 

wir einzeln. Es ist 

— a« + b' + c' 

1 — coso= 1 ^rr 

2bc 

_ a' — (b'~2bc + c') 

2bc 

_ a' — (b — c)^ 

2bc 

_ [a-(b-c)][a+(b~c)] 

2bc 

2 8,, 8^ 

1-C08a = -^-. (XI) 

Ebenso wird 

__a'+b» + o* 
l + cos« = l + ^^ 
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~ 2bc 

_ (b + c») — a» 
2bc 

_ [b + c — a] [b + c + a] 
~ 2bc 

+ c«sa = -^j^-. (XII) 

Nunmehr ist 

... ,- \ /i I \ 4 8. 8a» 8b. Sc 

Sin a= (1 — cos«) (lH-cosa) = ^j — s 

^ ^ ' (bc)* 

2l/s.8a.8b.8c 2.1 

Bin a = — ^^ e = T— 

bc bc 

J=^bcsina w. z. b. w. 

Dieser Beweis deckt sich im wesentlichen mit der Ab- 
leitung der Formel J = ^ s . sa . su . sc in der ebenen Geometrie. 

i § 13« Anwendung des Sinnssatzes* 

Der SinusRatz und seine Erweiterung 
dient zur Berechnung eines Dreiecks aus 
einer Seite und zweiWinkeln, oder aus zwei 
Seiten und einem nicht eingeschlossenen 
Winkel, oder aus drei Seiten. 

Erster Fall. Gegeben eine Seite und Äwei Winkel. 
Man rechne zuerst nach dem Satz von der Winkel- 
summe den dritten Winkel aus. Aus a, a, jff, y findet 
man dann b und c aus (V) 

b = -^^ — siui^ c = ~; — smy 

sin a sm a * 

logb = loga — log sin a+ log sin/? 
log c = log a — log sin a -\- log sin y. 



Kap. ir. Das schiefwinklige Dreieck. 41 

Erstes Beispiel. 

a = 13, a = 53^ T 48", ß = 14» 15' 9", 
Zuerst ist a + /? = 67« 22' 48" 

y = 180 — (a + /?) = 112« 37' 12". 

1. Berechnnng von b. 

log b = log a — log sin a -j- log sin ß 
ausgerechnet = 0,60206 
b = 4,000. 

2. Berechnung von c. 

siny ist gleich dem Sinus des Nebenwinkels 

Y' = 67« 22' 48" 
log c = log a — log sin a -j- log sin y' 
ausgerechnet = 1,17609 
c = 15,000. 
Zweiter Fall. Zwei Seiten und ein gegenüber- 
liegender Winkel: a, b, a. Nach dem Sinussatz ist 

sin /? b . sin a . b 

-; — = — , Sin ß = . 

sin a a a 

Aus ß und a findet man y nach der Winkelsumme, 
c wieder nach dem Sinussatz: 

asiny 

c = -^ , 

sina 

Zweites Beispiel. 
a=13, b = 4, « = 53" 7' 49". 

log sin ß = log sin a — log a + log b, 
ausgerechnet = 9,39121 — 10, 
/? = 14M5'0" 
oder /?' = 180' — 14»15'0". 

Der zweite Fall ist aber ausgeschlossen, denn da 

ß* stumpf ist, könnte es nur der grössten Seite des 

Dreiecks gegenüberliegen, während b kleiner als a ist. 

Für y erhält man aus der Winkelsumme 112® 37' 

12" und daraus für c 15,000. 
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Di'ittes Beispiel. 

a = 13,509, b = 17,632, a = 38* 21' 47". 

log sin ß = log sin a — log a + log b, 
ausgerechnet = 9,90862 — 10, 
ßt = 54» 6' 7" 
ßt z= 180* — 54» 6' 1" = 125' 53' 53"- 
Da b grösser als a ist, liegt kein Grand gegen die 
Branchbarkeit des zweiten Wertes vor. Es wird 
y, =87*32'6", y8 = 15M4'20". 
asin/i a sin y^ 

C« — : , Ca ^^ • . 

* sma ' ' sma 

Die Berechnung ergiebt 

c, =21,746, C8= 5,9041. 

Viertes Beispiel. 

a = 13,509, c = 21,746, o = 38*21' 47". 

Hier ist natürlich erst / zu berechnen. 

log sin y = log sin a — log a + log c, 

ausgerechnet = 9,99960 — 10, 

71=87*32' 

y, = 180*-yi = 92*28'. 

Die Sekunden sind nicht zu bestimmen. Beide Winkel 

können um eine Minute falsch sein. Es wird 

ß^ = 54« 6' 13", ß^ = 49* 10' 13". 

Auch diese Winkel sind naturgemäss ungenau. Man 

findet mit ihnen 

bi= 17,632, b, = 16,469. 

Man hätte ebensogut y^ =87* 33' nehmen können und 
hätte dafür ^^ ^ llß29, b, = 16,473 

erhalten. Noch stärker weichen die nach dem Cosinussatz 
(sechstes Beispiel in § 10) berechneten Wertie ab. 

Wie verhält sich die graphische Lösung? Der Leser 
versuche sie mit den abgerundeten Werten a = 13;5 mm, 
c = 21,7 mm, a = 38*,5. 
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Dritter Fall. Gegeben die 3 Seiten a, b, c. Hier 
ist der erweiterte Öinussatz, am besten Formel (IX) oder 
(X) anzuwenden. Man berechne dabei zuerst die den 
kleineren Seiten gegenüberliegenden Winkel, da diese 
sicher spitz sind, also der der Tabelle entnommene 
Wert der richtige ist. 

Fünftes Beispiel. 

a = 13, b = 4, c = 15. 

Es wird s =Y (13 + 4 + 15) =16, 

Sa = s — a . = 3, 

sb = s^— b =12, 

Sc = s — c = 1 j 

J* == s . Sa . Sb . Sc = 16 . 36, 

J =4.6 = 24. 

Nun ist 

T 1 u • 1 • 2-24 4 _ 

J = -x- b c sm a, also sm a = — — :r^ ==-z- — U,ö, 
2 4 . 15 o 

log sin = 9,90309 — 10, 
a = 53»r48''; 

T 1 • ^ 1 • >, 2.24 _16 

J = — c a sm /?, also sm ß = 7ö~7K — 05 ' 

log sin ß = 9,39121 — 10, 

T 1 u • 1 • 2.24_12 

J = - a b sm 7, also sm y = ... — j q ' 

log sin y = 9,96524 — 10. 
Aus der Tafel findet man für y zunächst 67* 22^ 48". Da 
aber c die grösste Seite ist, kann y auch der Nebenwinkel 
von 67* 22' 48" sein. Der Satz von der Winkelsumme er- 
giebt in der That, dass 

y = 180* — 67* 22' 48" = 112* 37' 12" 

sein muss. 
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Sechstes Beispie]. 

a == 13,5üö, b = 17,632, c = 21,746. 
s =: 26,4436, Sa = 12,9345, sb = 8,8116, so = 4,6976 ; 

ogJ=-2-log{s.Sa.Sb.So}=y{logs + logSa+logSb+logSo| 

aasgerechnet = 2,07550 ; 

log sin a = log 2 + log J — log b — log c, 
ausgerechnet = 9,79285 — 10, 
a = 38*» 21' 49". 
log sin ß = log 2 + log J — log c — log a, 
ausgerechnet = 9,90852 — 10, 
ß = 54* 6' 7". 
log sin y = log 2 -\- log J — log a — log b, 
ausgerechnet = 9,99960 — 10. 
y ist spitz, da. a-\- ß grösser als 90* wird. Die Tabelle 
giebt y nicht genau genug: 87*, 32' — 33'. Man wende da- 
her die Winkelsumme an: 

y = 87*32'4". 

§ 14. Tanjir^nteii der halben Winkel. 

Zur Berechnung der Winkel aus den Seiten giebt 
es noch ein drittes Verfahren mit Hilfe eines ange- 
schriebenen oder des eingeschriebenen Kreises. Fällt 
man von aus auf die Seite b das Lot OV = ^, so ist 
nach Sätzen der Planimetrie 

AV = 8a, <OAV=^. 

In dem rechtwinkligen Dreieck OAV ist aber 

a OV p 

Fällt man von Oa das Lot OaV' auf b, so ist, wie 
in der Planimetrie gezeigt wird: 

AV x= s, 
folgUch C V = s — b = Sb. 



Kap. II. Das schiefwinklige Dreieck. 45 

In dem rechtwinkligen Dreieck OaVA ist 

*g"^=-ii77= „ • (xni,,) 




r' 



Figur 17. 
In dem rechtwinkligen Dreieck OaY'C ist der Winkel 
bei C die Hälfte des Aussenwinkels von /, also gleich 

i-(180«— y) = 90^— "1^, folgHch der Winkel bei 0» gleich 

— . Man hat also 

y CV sb 

Aus den drei Formeln (XIII, ,,,,,) kann man 
durch Vertauschen der Seiten und Winkel folgende 
Tabelle herstellen: 

tir — = -^- = ^ = — = ^, 
^2 Sa s ^c eu' 

^2 Sb 8 ^t, ec' 

Drückt man die Eadien durch die Seiten aus 
(Formel IV der Einleitung), so reduziert sich die An- 
zahl dieser Formeln auf die Hälfte. Es wird z. B. 
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a J Sb.Sc 

^ 2 ~ S.Sa ~~ J 



Setzt man hierin J = ^s . Sa . Sb . Sc , so werden auch 
diese beiden Ausdrücke miteinander identisch. Man 
erhält : 



« 1 / Sb • Sc 



Diese Formeln sind zur Berechnung der 
Winkel aus den Seiten sehr viel geeigneter 
als der Sinus- und Cosinussatz. Erstens ge- 
statten sie durchgehende logarithmische £»echnung, was 
beim Cosinussatz nicht möglich ist. Zweitens sind die 
aufzuschlagenden Winkel sicher spitz. Drittens ist die 
Tafeldifferenz von log tg nie kleiner als 25 Einheiten 
der letzten Stelle, also kann man mindestens auf zwei 
Sekunden genau interpolieren. 

Erstes Beispiel. 

a = 13, b = 14, c = 15. 
s = 21 ; Sa = 8 ; Sb = 7 ; sc = 6. 

tg— = 1/-^^ = — ; log tg — = 9,82391 — 10. 
^2 F 21 . 6 3 ° ^ 2 ' 

-^ = 26^ 33' 54" ; a = 53« 1' 48''. 
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|- = 29* 44' 41" ; ß = 59*29' 22". 
-^ = 33U1'25"; y = 67*22' 50". 

Probe : « + ^ + y = 180* 0' 0". 

Zweites Beispiel. 

a = 13,509, b = 17,632, c = 21,746. 
s = 26,4435 ; sa = 12,9345 ; Sb = 8,8115 ; sc = 4,6975. 

^og tg Y = 2" { ^^^ ^^ "^ ^^^ "^^ — log s — log Sa j , 
ausgerechnet = -i- (l,08285 — 2) = 9,54143 — 10, 
4 = 19' 10' 54". 
log tg y = y I log Sa + log sc — log s — log Sb } , 
= -i 1 1,41625 - 2 I = 9,70813 — 10, 
4" = 27* 3' 6". 

log tg Y = Y 1 log Sa + log Sb — log s — log Sc I , 
= -i- { 1,96261 — 2 } = 9,98131 — 10, 
-^ = 43* 46' 3". 

Somit ergiebt sich: 

a = 38* 21' 48" 
ß = 54* 6' 12" 
7 = 87*32' 6" 

Probe : a + ß + y= 180* 0' 6". 
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Drittes Kapitel. 

Die AdditioDstheoreme der trigononietrisehen 

Funktionen. 

§ 15« Erste Form der Additionstheoreme« 

sin (I -f 17) = sin | cos 17 + cos | sin 17 (I) 

sin (I —- 17) = sin | cos 17 — cos i sin 17 (II) 

cos {i-\-rj) = cos I cos 17 — sin | sin 17 (III) 
cos (f — 17) = cos I cos 17 + sin f sin 17. (IV) 

a) Die vorstehenden Formeln, die soge- 
nannten Additionstheoreme der trigonometrischen 
Funktionen, müssen auswendiggelernt werden, 
am besten, ehe man ihre Beweise durcharbeitet. Auch 
empfiehlt es sich, ihre Dichtigkeit an speciellen Bei- 
spielen zu erproben (z. B. 1 = 0^ 90*, 180S 270^ 360° 
oder für (I) und (III) | = 90° — 17, 180° — 17 etc., für 
(II) und (IV) f = 17, 90° +17 etc.) Dabei ist zu be- 
achten, dass (für Winkel des ersten Quadranten) der 
Cosinus des grösseren Winkels i -{- v kleiner sein muss 
als der des kleineren Winkels f — 17 ; hierdurch erklärt 
sich das Verhalten der Vorzeichen in (III) und (IV), 

b) Wenn man eine derFormeln(I)bi8 (IV) 
kennt, so kann man die anderen daraus her- 
leiten. ■ 

Setzt man z. B. in (1) 17 = — 17', so wird nach 
Kap. I, § 6, 5 

sin 17 = — sin 17', cos 17 = cos r/, 
wodurch Formel (I) in (II) und (III) in (IV) übergeht. 
Ferner ist 

cos (I + 17) = sin (90° — 1 + 17) 

= sin (90° — f ) cos 17 + cos (90° — |) sin 17 

= cos i cos 17 4" sin | sin 17. 
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Der Leser versache ebenso die Herleitung der 
übrigen Formeln aus (II), (III) und (IV). 

c) Man setze in (I) und (III) f = f ' — iy und löse 
die so entstehenden Gleichungen nach sin (S' — 17) und 
cos {i* — 17) auf. Man wird (II) und (lY) erhalten. 
Umgekehrt setze man in (II) und (IV) | = f' + ^? ^i^d 
löse nach sin (f ' + «?)> cos(|' + ^) auf.. 

d) Man setze in (I) f = f ' — 17, drücke sin (§' — tf) 
nach (II) aus und berechne cos (f ' — 17). In ähnlicher 
Weise leite man (III) aus (I) und (II) und umgekehrt 
(I), (H) aus (HI) und (IV) ab. 

Hieraus wird ersichtlich, dass es genügt, zwei oder 
auch bloss eine der Formeln (I) bis (IV) zu beweisen. 
Der Beweis wird noch vereinfacht durch folgende Sätze: 

e) Hat man eine der Formeln (I) bis (IV) 
für die Winkel zweier aufeinanderfolgen- 
der Quadranten bewiesen, so gilt sie für 
beliebige Winkel. 

Man setze beispielsweise in (I) | ^ f + 180®. Es wird 
8in|'= — sinf; cos|' = — cos|; sin(|'+'7)= — 8in(f+«?). 
Die Formeln für sin (|' + v) ^^^ sin (i + '<?) sind dem- 
nach gleichbedeutend und gehen ineinander über. Ist 
also (I) bewiesen für Winkel |' von bis 180®/ so ist 
es auch bewiesen für die um 180® grösseren Winkel § 
von 180® bis 360® u. s. f. 

Der Leser untersuche auch (II), (III) und (IV) 
daraufhin. 

f) Hat man eines der Formel paare (I), (III) 
und (II), (IV) bewiesen für die Winkel eines 
Quadranten, so gilt es für beliebige Winkel. 

Hessenberg, Ebene nnd sphärische Trigonometrie. 4 
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Man setze beispielsweise in (I) und (III) i = i*-{- 90**. 
Es wird, da 90® — |' der Nebenwinkel von f ist: 

sin I = cos I' , cos I = — sin |' 

ebenso 

sin (i + fj) = cos (I' + 1?), cos (1 + ^) = — sin (|' + 17), 
womit die Formeln für sin (| + v)j ^os (| + v) bezieh- 
lich in die für cos (f ' + 1/), sin (f ' + 1?) übergehen. 

Hat man also (I) und (III) für die "Winkel {' des 
ersten Quadranten bewiesen, so gelten sie auch für die 
um 90* grösseren | des zweiten u. s. f. 

Der Leser untersuche auch (II), (IV) und den 
Winkel rj daraufhin. 

§ 16. Beweis der Additionstheoreme. 

Erster Beweis. 

a) Aus der Planimetrie ist der Satz des Ptole- 
m ä u s bekannt ^ : In einem Sehnenviereck, dessen 
Ecken in der Reihenfolge, wie sie auf dem Kreise liegen, 
mit P Q E. 8 bezeichnet seien, ist das Produkt der 
Diagonalen gleich der Summe der Produkte der Gegen- 
seiten : 

Pß.QS = QE.PS + PQ.RS. (A) 

Man kann diese Gleichung nach Division durch 
PR^in der Form schreiben: 

Q S _ Qß PS^ PQ RS 
PR ~" PR * PR "^ FR PR ^^^ 

Wählt man PR als Durchmesser, so lassen sich 
diese sämtlichen Verhältnisse als Sinus und Cosinus auf- 



> Ein trigonometrischer Beweis des Satzes unter Anwendung 
der Additionstheoreme findet sich unten. § 27. 
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fassen. Die vier Quotienten auf der rechten Seite sind 
nämlioh die Seitenverhältnisse der nach dem Satz des 
Tales bei Q und S rechtwinkligen Dreiecke PQB» und 
PSB. Zieht man noch durch den Mittelpunkt M des 
Kreises den Durchmesser QP^ so ist in dem bei S 
rechtwinkligen Dreieck Q P' S 

QS:P'Q = QS:PE. 




Figur 18. 

b) Man mache jetzt <QPR = |, <SPE = iy. 
Der Winkel Q P' S steht mit Q P S über gleichem oder 
entgegengesetztem Bogen, ist also ihm oder seinem 
Supplement gleich, so dass auf jeden Fall 

sin QP'S = sin QPS = sin (| + rj). 
Mithin ist 

QE : Pß = sin I ES : PE = sin n 

Q P : P E == cos f P S : P E = cos 17 

QS:PE = sin(| + i7). 
In (B) eingesetzt ergiebt dies (I). 

c) Man mache < QPE = f , < SEP = iy. Dann 
ist < PQM = < QPM = ? als Basiswinkel im gleich- 
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schenkligen Dreieck PQM und<PQS = <PßS==iy 
als Peripherie winkel über dem gleichen Bogen PS; mit- 
hin ist 

<8QP' = <PQM — <PQS = f — 17 

Q R : P R = sin I R S : P R = cos i? 

QP:PR = cosf P8:PR = 8iniy 

QS:PR = cos(f — .17). 
In (B) eingesetzt ergiebt dies (IV). 
d) Schreibt man (A) in der Form 

QR__PR. QS_PQ RS .^. 

PS ~ PS ' PS PS ' PS ^ ^ 

und macht PS zum Durchmesser, zieht durch M den 
Durchmesser QP^ so sind die fünf in (C) auftretenden 
Quotienten Verhältnisse der Seiten der rechtwinkligen 
Dreiecke PQS, PR8, QRP'. 




Fignr 19. 

Man mache <QP8 = f, <RPS = i7, Es wird 
< QP'R = < QPR = f — 1?, als Peripheriewinkel über 
dem Bogen QR, mithin 
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PQ:PS = co8| QS:PS = 8inf 

PR: P 8 = cos 1? RS : P S = 8ini7 

PS=QP=^"^(^-^)- 
In (G) eingesetzt ergiebt dies (IL). 

e) Man mache < QSP = f, < RPS = 17. Da die 
Bögen QP und E.S zusammen kleiner als 180® sind^ 
mu88 Torausgesetzt werden, dass 

also cos (I + 17) positiv ist. Es wird <RQS = <RPS 
= fi (Peripheriewinkel über RS), <MQ8 = MSQ = | 
(Basiswinkel im gleichschenkligen Dreieck MQS)^ 
d. h. <RQP' = i + v, mithin 

P Q : PS = sin | QS : PS = cos i 

P R : P 8 = cos 1? R 8 : P 8 = sini; 

QR : P 8 = QR : QP' = cos (f + 1?). 
Ist i + fi > 90®, so mache man < QP8 = f, 
< RSP = 17. Es wird < PQR = 180® — P8R = 180® - iy 
(Peripheriewinkel über den entgegengesetzten Bogen 
PR), <PQM = <QPM = | (Basiswinkel im gleich- 
schenkligen Dreieck QPM), < RQP' = 180® — I — 17. 
PQ:P8 = co8| QS:P8 = sin| 

PR:P8 = sini7 R8:P8 = cosi7 

QR:P8 = QR:QP' = co8(180®-f-i?) = -cos(|+i7). 
In (C) eingesetzt ergiebt dies in beiden Fällen (III). 
Hiermit sind die Formeln (I) bis (IV) für Winkel 
des ersten Quadranten, somit nach § 15, f allgemein 
bewiesen. 

Zweiter Beweis. 

f) Setzt man in die Cosinusformel 

c = a cos ß-^-h cos a 
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aus dem erweiterten Sinussatz a = 2 r sin a etc. ein , so 
hebt sich 2r fort und es bleibt 

sin y = sin a cos ß + cos a sin /?. (D) 

Man trage jetzt in zwei Punkten A, B einer Ge- 
raden an diese, auf derselben Seite, einander zugekehrt 
die Winkel i und 17 an, die wir beide kleiner als 180* 
annehmen. Ist dann 1 4~ ^ < 180*, so schneiden sich 
die freien Schenkel in einem Punkte C, und in dem 
Dreieck ABC ist 




Figur 20« 
« = f, ß = fi, y = 180*-(f + i7). 
Setzt man diese Werte in (D) ein, so wird 
sin y = sin (f + ^) = siui ? cos «? + cos { sin 17. 
Ist f + ^ > 180", so schneiden sich die freien 
Schenkel rückwärts verlängert in einem Punkt C, und 
im Dreieck ABC ist 

a=180* — I, /? = 180* — 17, y = l+i7 — 180*, 
sina = sin |, sin/? = sin«?, sin y = — sin (ß-\'ff) 

cosa = — cos f, cos/? = — cos ij. 

In (D) eingesetzt ergiebt dies wiederum (I). 
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t 



Figur 21. 
Hiermit ist (I) für alle Winkel von 0« bis 180*, 

mithin nach § 15, e allgemein bewiesen. Nach § 15, b 

erhält man daher durch einfache Umformungen auch 

(II) bis (IV) daraus. 

g) (II) kann in einfacher Weise ähnlich bewiesen 

werden. Man trage in A und B § und ♦? auf derselben 




Figur 22. 
Seite der Geraden an, aber nicht mehr einander zu- 
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gekehrt, sondern beide mit der Oeffnung nach derselben 
Seite, den grösseren vor dem kleineren. Die freien 
Schenkel mögen sich in C schneiden. Es wird 

a = 180^ — I, ß = fi, 

sin a = sin f , 7 = f — V' 

cos a = — C08 f , 
womit (D) in (TI) übergeht. — 

Hiermit ist (II) für Winkel zwischen 0' und 180^ 
also nach § 15,e allgemein bewiesen. Die Formeln (III) 
und (IV) kann man jetzt etwa nach § 15, d herleiten. 

Ein weitere}* Beweis findet sich im nächsten Para- 
graphen, und ein ganz allgemeiner für Winkel beliebiger 
Quadranten im Kap. XI/ der aber für Anfänger schwerer 

verständlich sein dürfte. 

1 • • • . • ■ , 1 

§ 17. Zweite Form der Additionstheoreme. 

Addiert man die Gleichungen (I) und (II) dieses 
^Kapitels, so folgt: 

2 sini cosiy = sin (1 + ^?) + sin (| — tj). (V) 
Durch Subtraktion ergiebt sich 

2 sin 17 cos I = sin Ü+fi) — sin {g — tj). (VI) 

Ebenso erhält man aus (III) und (IV) 

2 cos I cos 1? = cos (I + ^) + cos (f — fj) (VII) 
und 

— 2 sin f siniy = cos (I + 1?) — cos (f — 17). (VIII) 

Bezeichnet man die Winkel 1 + 1? und i — 17 mit 
a und ß, so wird 

« = 1 + 17 g = ^(a + ß) 
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Durch Einsetzen in die soeben abgeleiteten Formeln 
erhält man folgende vier wichtige Beziehungen: 

sin a + sin /? = 2 sin — ^ cos — « 

sin a — sin /ff = 2 sin " g <50S "T 

aA-ß a — ß 
coso + cos/?= 2cos — i--cos — 2~^ 

cos a — cos i? = — 2 sin — « **^ "T - (IX) 

Sie werden öfter gebraucht, als die Formeln (I) 
bis (IV), sind aber mit diesen gleichbedeutend. Man 
kann sie auch sehr einfach geometrisch ableiten. Doch 
soll dieses Verfahren nur für den Fall angegeben werden, 
dass o und ß Winkel des ersten Quadranten sind. 

Es sei FBA ein Kreis mit dem E,adius 1 und 
dem Centrum 0. Winkel FOA sei gleich a, Winkel 
POB gleich ß. Von A und B seien die Lote AA' 
und BB' auf OF gefällt. Dann ist (Fig. 23 a. f. S.) 

A A' = sin a, B B' = sin ß^ 

OA' = cosa, OB' = C08/9. 

Sodann sei C der Halbierungspunkt der Sehne AB. 
Es ist OC senkrecht auf AB und 

<ÄOC = ^<AOB=-^, 

<C0P = , + ^=4^. 
Fillt man noch das Lot GC auf OF, so ist 

OC'=-|-{AA' + BB'} =-g-{8ma+8in^} , 
als Mittellinie des Trapezes AA'BB'. 
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AndererseitB ist in dem rechtwinkligen Dreieck COO ' 



CO = 0C,sin<:C0P = 0C8in 



2 



und in dem rechtwinkligen Dreieck AOC 

a—ß 



O C = O A cos < A O C = 1 . cos 



2 



Somit 

00 = -^ |sin « + sin p' ^^ = cos — ^ 
ist die erste der Formeln (IX). 



sui 



+ß 




Gleichzeitig ist 
OC = y {OA'+OB'} = ^ {cos a + cos/j} 
und andererseits 

OC' = CCcoc< COP = cos ^'^^coe^^^^. 

Durch Vergleich beider Werte for OC entsteht 
die dritte der Formeln (IX). 

Zieht man jetzt noch CX senkrecht zu AA' bis 
znm Schnitt mit AA' in X, so ist AX gleich der 
halben Differenz Yon AA' nnd BB', 
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AX = — |sin a — sin ß^ 

und <XAC = <COP, 

weü XAIOP, ACJ OC. In dem rechtwinkligen 

Dreieck XAC ist aber: 

X A = A C cos < X A C = A C cos -^'^ 
und in dem rechtwinkligen Dreieck AOC 

A C = A . si Q < A C = 1 . sin ^^^^ . 

Damit wird 

VA ^ f ' ' ^\ •** — ^ ~l"^ 

X A = -^ ^sin a — sm ß\ = sm — - — cos — r — . 

Dies ist die zweite der Formeln (IX). 
Gleichzeitig ist 

XC = A'C = -|- A'B' = -^ {cosi? - cos a} , 
und andererseits 

XC = AC sin XAC = sin — ^ — sin — - — , 

' Dorch Vergleich beider "Werte für XC entsteht 
die letzte der Formeln (IX). 

§ 18. Bedentang der Additionstheoreme. 

Die Bedeutung der eben abgeleiteten Formeln ist eine 
vierfache. Erstens dienen sie vom rein rechnerischen 
Standpunkt vornehmlich in der Gestalt (V) bis (IX) zur Um- 
formung der für logarithmische Rechnung ungeeigneten 
Summen von Sinus in Cosinus in bequeme Produkte. 

Anmerkung. Vor Erfindung der Logarithmen wur- 
den die Formeln im umgekehrten Sinne zur Verwandlung 
von Produkten in Summen benutzt. Man nannte das Ver- 
fahren, das bald durch die Logarithmen verdrängt wurde, 
„Prosthaphäresis^. 
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Zweitens erweitern die Additionstheoreme das Ge- 
biet der Anwendungen der trigonometrischen Funktionen 
bis ins Bereich der Algebra und Analysis. Man verwendet 
sie beispielsweise zur Auflösung algebraischer Gleichungen. 

Drittens bieten die Additionstheoreme das einzige 
Hilfsmittel zur elementaren Berechnung des Sinus und Co- 
sinus eines Winkels^ und viertens sind sie für die höhere 
Mathematik die fundamentale Eigenschaft der trigonometri- 
schen Funktionen, aus der ihre Reihenentwicklungen abge- 
leitet werden. 

§ 19. Additionstheorem der Tangrente. 

Durch Division der Formeln (I) und (III) erhält man 

sinf cos« + cosf sini? 

tg (i+v) = — 1~' " ' ^ ' — • 

°^ ' cos I cos 17 — singsini? 

Dividiert man Zähler und Nenner durch cos | cos 1/, 
so wird daraus 

Ebenso erhält man durch Division aus (II) und (IV) : 

Die Formeln (X) und (XI) enthalten das Additions- 
theorem der Tangente. (XI) geht aus (X) hervor, wenn 
man — tj für 17 setzt und beachtet, dass tg( — tj)=-- — tgiy ist. 

Dividiert man (III) durch (I) und dann auf der 
rechten Seite Zähler und Nenner durch sin | sin *?, so 
erhält man 

cot (f + «) = 5?*l^?i-^ t:! 

^^^^^ COtf + COti? 

und ebenso aus (IV) und (II) 
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Diese beiden Formeln werden, wie die Cotangente 
selbst, selten gebraucht. 

Durch Division beider Seiten mit cos | cos 17 erhält 
man aus (I) bis (lY) folgende vier nützliche Beziehungen: 

coslcosiy-*^^*^^^ I 






(XV) 



Durch Division der beiden ersten folgt weiter 

sin(g + <?) _ tg| + tgiy ^ 

Bin (1-1?) tgf-tgi?' ^^''^ 

ebenso aus der ersten und vierten 
sin(|+iy) ^ tg| + tgiy 
C08(|— 17) 1 + tgitgfi' 
und aus den beiden letzten 

COsd + iy) _ 1 — tgl tg iy 
cos(| — 1?)^I + tgltgf/J 

Aus den Formeln (IX) erhält man durch Division 
der ersten und zweiten 

8in « + sin /? ^ __^_, (XVI) 

sin a — sin/? ♦«.«— ^ 

lg 2 

der vierten und dritten: 

cosa — cos/? j. ^ + ß . « — ^ /vxTT N 

cos a + cos/? = *« - 2"- • *^ -2-' ^^^^"^ 

der ersten und dritten oder der zweiten und dritten: 

sin + sin/? a+ß 

^ ^ = tg — ^^ . (X YII) 

coso + cos/ff ° 2 

§ 20. Doppelte nnd halbe Winl^el. 

Aus (I) und (II) erhält man, wenn man | = 1? setzt: 



1 
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sin 2 f = 2 sin i cos ?, (XVIII) 

cos 2| = cos« I — sin« f, (XIX) 

Aus (X) ebenso 

tg2| = .j|^. (XX) 

Aus den Gleichungen 

cos 21 = cos* i — sin* | 
und 1 = co8*| + sin*| 

erhält man durch Addition und Subtraktion: 

1 + cos 21 = 2 cos* f, 

1 — cos 21 = 2 sin'f, 

also 

sm 



. ^ i/l C082I t i/l+C082f /VVT. 

mf = 1^/ , cos|= |/ 2 . (XXI) 

Aus (XV) wird für i = fi, da cosO=l ist: 

2tff| l— tff*| 

«-2? = T+^. «»«2?=^^:^. (XXII) 

Setzt man 2 1 = a, so wird aus (XXI) und (X X TT ) : 

, « -, / 1 — cos a « 1 / 1 4- cos a ,vvTn 
siny = 1/ 2 ; cos g = j/ — '-^ . (XXF) 



a ^ , «a 



sin a = -; cos a = ^. (XXir) 



2tgr2 l-tg*2 

-; COS€{= 

l+tg*| l + tg»| 

Setzt man in (XVII) /? = 0, so wird noch 



t«^^=iT^- <xxi,i) 
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Viertes Kapitel. 

Anwendang; der Additionstbeoreme auf das 
sehiefvrlnklige Dreieck. 

§ 21. Tangentensatz. 

Aus a = 2r8ina, b = 2r8in/? 

erhält man 

a + b 2 r (sin a + sin /?) sin a + sin ß 

a — b 2 r (sin a — sin ß) sin a — sin ß 

und nach den beiden ersten der Formeln (IX) oder 

nach Formel (XVI) des vorigen Kapitels 

a + ß 



a + b_*l 



Ist a kleiner als b, so schreibt man besser 

b + a_ ^ ^ . 

b — a +„ ß — a 

•6 9 



(I) 



(I) 



Diese Formel enthält den Tangrentensatz; man 
nennt sie auch die „Napier'sche Gleichung". Der 
Tangentensatz dient zur Auflösung eines 
Dreiecks, wenn a, b und y gegeben sind; und 
eignet sich dazu besser, als der Cosinussatz, weil er 
durchgehende logarithmische ^Rechnung gestattet. 

Beispiel: 

a = 13,509, b = 17,632, / = 87*» 32' 6". 
1. b + a=: 31,141 

b — a= 4,123 
a-\-ß = 180* — 7 = 92*» 27' 54" 

^^^ = 46*» 13' 57". 
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2. tg -^- - tg -^- . 5^^ 

log tg — 2~^ = log tg — g-^ + log (b — a) — log (b + a 

log tg ^ - = 0,01869 

log (b — a) = 0,61 521 
log (b + a) = 1,493^3 

log tg ^ " = 9,14057 — 10 
^-^ = V 52' 10". 



3./^+/l^« = ^ = 540 6'r 

^-^^ = a = 38»2lM7". 

4. c nach dem Sinussatz, zur Probe etwa auf zwei Arten : 

b sin 7 a sin r 

c = — ' — ^ c = — = — -' 

sin ß sm a 

Für die vier Kongruenz fälle empfehlen sich also 
im allgemeinen folgende Berechnungsmethoden, die durch- 
gehende Logarithmiemng gestatten: 

Erster Kongruenzfall: gegeben a, b, /. 

a — ß 
Man berechnet — ^ aus dem Tangentensatz, so- 
dann c aus dem Sinussatz. Aufzuschlagen sind die 
Logarithmen von a + b, a — b, tg — ^— , a^ sin a, sin/, 

die Numeri von logtg — s" ^^^ logc. Die Tabelle 
wird also mindestens Smal benutzt. 

Zweiter Kongruenz fall: gegeben a und die 
Winkel. 
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Man erhält b und c aus dem Sinussatz. Aufzu- 
schlagen sind die Logarithmen von a, sin a» sin ßj sin y, 
und die Numeri von log b und c. Die Tabelle wird 
mindestens 6mal benutzt. 

Dritter Kongruenzfall: gegeben a, b, c. 

Man berechne nach § 14 die Tangenten der halben 
Winkel. Aufzuschlagen sind die Logarithmen von s, 

a. R 

Sa, Sb und Sc, die Numeri von log tg 0-, und log tg 0-, 

(logtgA^nur zur Probe). Die Tabelle wird mindestens 
6 mal benutzt. 

Vierter Kongruenz fall: gegeben a, b, a. 

Man berechne ß aus dem Sinussatz, y durch die 
Winkelsumme und c wieder nach dem Sinussatz, Auf- 
zuschlagen sind die Logarithmen von a, b, sin o, sin y ; 
die Numeri von log sin ß und log c. Die Tabelle wird 
mindestens 6mal benutzt. 

§ 22. Weiteres FormelmateriaU 
Li Kap. II, § 12, waren die Gleichungen 

1 — COS a = 2 -r — , 1 + cos a = 2 -r — 

bc bc 

abgeleitet worden. Nach Formel (XXI') in Kap. UI 
(§ 20) folgt daraus ohne weiteres: 

Durch Division entsteht die Gleichung 

tgr| = |/^ (Kap. U, §14). 
Hessenberg, Ebene and sphärische Trlgonoffiairl«. § 
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Aus den BeziehuDgen 

a = 2r8ina, b = 2rsin/? 
erhält man durch Addition und Subtraktion : 

a + D = 4 r 8in — ö~~ cos — ö — » 

. a — ß a + ß ^ 
a — b = 4 r sin — «" cos q 

Aus a + /^ + 7 = 180' folgt aber 

^^ = 90° - ^, also 

. a+ß y a'\-ß . y 

sm — ö — = cos n- , cos — ö — = sm ^i 



und damit 



a + b = 4rcos — g — cos ^; 

ff — ß , y 
a — b = 4 r sin — ^ — sin q"« 



(III) 



Ferner ist 

c= 2rsiny = 4rsin s^cos|-. (IV) 

Dividiert man (HE) hierdurch, so entstehen die 
sogenannten MoUweide'schen Gleichungen 

a—ß \ a—ß 

® slng^ ® cos|^ 

Ferner ergiebt sich aus (III) und (IV) durch Addition : 

III ^ y f « — ß I . Y\ 

2s = a+bH-c = 4rcos-k |cos— s — |-sin-k> 

= 4rcos-n|cos— ö r cos— ^[ 



y 

8rcoB-^cos 



1 /« — /? , ff+^\ 1 /a+/? ff — A 
2(^ + -^J^"«2i 2 -- 2") 
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a ß y 
oder 8 = 4rcos-2Cos oCos ^. 

Ebenso durch Subtraktion: 

y f o — Ä a-\- B\ 

2Bc = a+b — c=4rco8-|!co8— ^ cos — ^J 

= 8rco8 28in2^-^ + -2-j «^^ ^-^ ^j 

oder Sc = 4 r sin ^ sm -q cos -q • 

Hierdurch entstehen die vier Formeln: 

A ^ ß 7 

8 = 4 r cos 2 cos 2 cos ^ 
Sn = 4 r cos 2 sin ^ sin ^ 
Sb = 4 r sin « cos 2 si^ 2 

Se = 4 r Bin ^ sin ^ cos n' • 

Mit Hilfe der Gleichungen (XIU) des § 14 erhält 
man hierzu folgende Ergänzungen: 

^ = 4r sin ^ sin 2~ sin -^ 



a ß y 

fa = 4r8in -^ cosy cos y 

. a , ß y 

f b = 4 r cos Y ^^^ 2~ ^® "9" 

^o = 4rcos yCos — sin — 



(VII) 
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Fünftes Kapitel. 

Bereehnang der Vierecke. 

§ 23« AUgremeines« 

Man unterscheidet wohl neben der Trigonometrie 
noch die „Polygonometrie" und speciell die „Tet r a- 
gonometrie", — die Lehre von den Vielecken, speciell 
den Vierecken. Diese sind aber keine selbständigen 
Wissenschaften, sondern der Trigonometrie untergeordnet. 
Durch Zerlegung einer geradlinigen Figur in Dreiecke 
und Aufstellung der Gleichungen für diese erhält man 
stets die notwendige und hinreichende Anzahl Yon Be- 
ziehungen zur Berechnung der unbekannten Stücke aus 
den gegebenen. Mit welchen Hilfsmitteln diese Glei- 
chungen nach den Unbekannten aufzulösen sind, ist ein 
Problem der Algebra, nicht der Geometrie. 

Wir erörtern die wichtigeren Aufgaben über das 
Viereck, unter Ausschluss des überschlagenen oder ein- 
springenden, für das übrigens ein prinzipieller Unter- 
schied in der Berechnung nicht existiert. 

Die vier Ecken des Vierecks seien in der Reihen- 
folge; wie sie auf dem Umfang liegen, mit A, B, C, D, 
die zugehörigen Winkel mit a, /?, y, S bezeichnet. Die 

Seiten 

AB, BC, CD, DA sollen bezw. 

a, b, c, d 
heissen. 

Ausser diesen 8 eigentlichen Stücken des Vierecks 

betrachten wir noch die Diagonalen 
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AC = e, BD = f 

und die Winkel, die sie mit den Seiten bilden: 



CAD = o,, CAB = a, 
ACB=y,, ACD = y, 



DBA = iffj, DBC = ^,, 
BDC =^j, BDA = <5,. 




Diese 18 Stücke, a, b, c, d; e, f; «,«,,«,; ß^ß^^ß^; 
/»yu/a» ^» ^i> ^1 geboren den vier Teildreiecken ABC, 
BCD, CDA, DAC an, die durch Weglassen je einer 
Ecke entstehen. Kennt man von diesen Drei- 
ecken zwei, so kennt man auch die beiden 
anderen. Entweder haben nämlich zwei dieser Drei- 
ecke eine Seite, etwa a, oder aber eine Diagonale, etwa e, 
gemeinsam. Im ersten Fall kennt man aus 

AABC: a^b, e; a„/J,J'i, 
4ABD: a, d, f ; /?i, «, ^j« 
folglich auch 

2IBCD aus b, f, ß^=ß—ß^, 



und 



A ACD aus d, e, a^=a 



»«• 
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Im zweiten Fall kennt man aus 

AABC: a, b, e; a^.ß^y^, 

AABC: c, d, e; ai,<J, y„ 
folglich auch 

A ßCD aus b, c, 7 = 71 + 7, 
und i BAD aus a, d, a = a^-\-a^. 

§ 24. Berechnung durch Teildreiecke. 

Bestimmt ist ein Viereck durch 5 unab- 
hängige Stücke. Am einfachsten ist offenbar der 
EaU, wo aus diesen 5 Stücken ohne weiteres 
zweiTeildreiecke berechnet werden können. 
Da für jedes Dreieck 3 Stücke notwendig sind, muss 
das gemeinsame Stück gegeben sein. Es sind also bei 
passender Bezeichnung zwei Hauptfalle möglich: 

1. Gegeben a mit 

zwei von den Stücken b^ e; a,, /9, 71 
und „ „ „ „ d, f ; /?!, a, \. 

2. Gegeben e mit 

zwei von den Stücken a, b; a„i?, 7i 
und „ „ „ n c, d; Oi,<J,y,. 

Am nächsteinfachsten ist der Fall, dass nur ein 
Teildreieck bestimmt ist, dass aber dessen 3 
weitere Stücke die Berechnung eines zweiten gestatten. 
Es sind wieder dieselben beiden Fälle zu unterscheiden, 
wie oben: 

3. Gegeben drei von den Stücken b, e; a^jß,Yi^) 

und zwei „ „ „ d, f ; ^„ a, «5,. 

4. Gegeben drei von den Stücken a, b ; a,, jff, 71 ^) 

und zwei „ „ n c, d;aj,^,y,. 

1) Natürlich nicht die 8 letzten. 
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Unter 3 und 4 gleichzeitig fällt die Bestimmung 
des Vierecks aus b, d; Oj, a,, /?; (y^ = 180° — ß — «,). 

Man kann fragen, ob nach Berechnung eines Teil- 
dreiecks auch stets die eines zweiten möglich ist. Dies 
ist nicht der Fall. Ist etwa ABC durch 3 seiner Stücke 

a, b, e; a„ i?, y^ 
bestimmt, und ist ausserdem- gegeben eines der beiden 

Paare : 

1. c, 6^ ; d, rjj ; 

2. f, (J; 

3. «,, \', r,, ^J,; 

4. /?! (und /?, = i? — /?J, <J; 

5. ^,, <J„ 

so ist kein zweites Teildreieck bestimmt. Die unter 1 
bezw. 3 aufgeführten Paare sind nicht Yerschieden, 
weil sie durch Yertauschung der Bezeichnungen A und 

ineinander übergehen. Prinzipiell nicht verschieden 
sind ferner die Fälle 1, 2, bezw. 3, 4. Der letzte Fall 
istalsPothenot'sche Aufgabe bekannt und findet 
ebenso wie 3 und 4 in § 26 seine Erledigung* 

1 und 2 sind nicht von Interesse^ eignen sich aber zu 
Konstruktionsaufgaben. 

Hiermit sind die Fälle vollständig aufgeführt, in 
denen sich ein Teildreieck oder mehrere berechnen lassen. 

§ 25. Die vollständigen Bezielinngen zwisclien 

den lYinkeln. 

Durch 4 unabhängige Winkel ist ein Viereck der 
Gestalt nach bestimmt, wie eine einfache Ueberlegung 
zeigt. Sind also 4 Winkel und eine Seite oder Dia- 
gonale bekannt, so wird man versuchen, aus den 4 
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Winkeln so viele der übrigen Winkel zu finden, dass 
man die der Seite oder Diagonale anliegenden Teil- 
dreiecke berechnen kann. 

Wir hatten 12 Winkel unterschieden, zwischen 
denen also 8 Gleichungen bestehen müssen. Es ist zu- 
nächst 



;;} 



Diese 4 Gleichungen sind unabhängig und gestatten, 
uns auf die 8 Winkel «j, «,, ß^ ß^, Yi, y^, ^it ^j zu be- 
schränken. Für diese erhält man aus den Winkel- 
summen der Teildreiecke: 

/. + <!+''. + «1 = 180», rf, + a,+a, + /?. = 180*i 

Von diesen 4 Gleichungen ist aber jede eine Kon- 
sequenz der 3 anderen. Auch die Gleichung 

« + ^ + 7 + ^ = 360^ 
folgt aus (I) und (11). 

Die fehlende 8. Gleichung lässt sich nur mit tri- 
gonometrischen Hilfsmitteln angeben, und zwar in den ver- 
schiedensten Formen. 

1. In der Ecke b liegen drei Stücke: a, b, f. 



Man hat im Dreieck BAD 

BDC 
und M » BOA 



n 



a: f = sin<J, : sina, 
f : b = sin / : sin 6^ 
b : a = sin a, : sin y^ . 



Multipliziert man diese drei Gleichungen, so wird 
die linke Seite zu 1. Schafft man den Nenner der 
rechten Seite weg, so erhält man 



n 



n 
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sin a • sin /^ • sin 6^ = sin a, • sin / • sin <$, 
und analog aus den 3 anderen Ecken: 

sin ß • sin 6^ • sin a, = sin i?, • sin <$ • sin a, * (HI) 
sin y • sin a^ • sin ß^ = sin y^ • sin a • sin ß^ 
sin ö • sin /^^ • sin y^ = sin ^, • sin /? • sin /, 

2. Geht man von A über B, C, D nach A zurück, 
so durchläuft man die 4 Stücke a, b; c, d. Es ist aber 
im Dreieck ABC: a : b =- sin /j : sin a^ 

B CD : b : c = sin <Jj : sin ß^ 

CDA: c: d = 8inaj : sin/g 

D AB : d : a = sin /?j : sin S^, 

Mithin, wie oben, 
sin öj sin ß^ sin y^ sin 6^ = sin a, sin ß^ sin y^ sin 6^. (IV) 

Durchläuft man ebenso die Stücke e, b, f, d, so er- 
hält man: 

sin a sin ß sin y, sin 6^ = sin a, sin ß^ sin y sin 6, (V) 

und aus den Stücken e, c, f, a: 

sin a sin ß^ sin y^ sin 6 = sin a^ sin /? sin / sin 6^. (VI) 

Die Gleichungen (III) bis (IV) lassen sich mittels 
(I) und (II) aus einer einzigen unter ihnen herleiten. 
Geschickte Rechner mögen dies versuchen. 

Sieben beliebige der Gleichungen (I) und (II) und 
eine beliebige der Gleichungen (IV) bis (VI) bilden das 
vollständige System von Beziehungen zwischen den 
zwölf Winkeln. 

§ 26. Berecluang der Winkel ans 4 gegebenen« 

Wenn 4 Winkel gegeben sind, so wird man bei 
passender Bezeichnung der Ecken stets einen der fol- 
genden 7 Fälle erkennen: 
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Erste Hauptlage: Gegeben «4,0, 



oder 



4» 



A. 


/». 


rn 


Yf 


i^, 


»r 


/l. 


it 


ft. 


6. 



Zweite Hanptlage: Gegeben a,» /^ 

Dritte Hauptlage: Gegeben a,, y^ 

oder a„ y, 

Vierte Hauptlage: Gegeben a^, /J^, y^y \ 

oder a, ^, y„ ^^. 

Auflösung: Erste Hauptlage: 04, a,; /9j, /?, 
Aus (II) ergeben sich 

d, = 180*-a, -a,-ft, 

so dass die 6 Winkel a,, o,; ßi^ ß^'^ /i« ^t ^^^urnnt sind 
Für ^, und 7, erhält man aus (11) noch 




Figur 25. 
Mehr Beziehungen können aus (II) nicht hergeleitet 
werden. Aus (lY) ergiebt sich aber 

sin ^, sin a, sin ß^ sin S^ 

sin y, sin a^ sin ^^ sin/j * 
Setzt man die rechte Seite, die bekannt ist, gleich 
t und 

^L + yt = «2 + /?i = 2<y 
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BO ist a bekannt, q unbekannt und nach Kap. III, 
Formel (XVI): 

1 — t sin cJj — siny, __ tg (> 

1 + 1 sin <5^ + sin 7% tg o* ' 
woraus q zu berechnen ist. 

Sind «1, «, ; /i, y, gegeben, so wird nach (II) und (I) 

C 




Flgar 26. 

/? = 180^ _ a, — /j, ^ = 180* — y,— a, 
ft—^t =/, — «, = 2^, 
wo Q bekannt, und nach (Y) 

sin /?, sin a sin ß sin y, 

sin 6^ sin a, sin / sin ^ 
Setzt man /^j -j- «Jj = 2 a, so wird nach (II) und (I) 

tgg_ l + t 

tg^ ""1 — t' 

woraus sich a berechnen lässt. Yergl. hierzu Kap. XIII. 

Zweite Hauptlage: 
Gegeben «,, /j; ^u ^j» ^^ der 
ersten Gleichung (III) kom- 
men diese 4 Winkel vor, aus- 
serdem a und y: 

sin o __ sin a, sin <5j 

sin y sin y^ sin 6^ * Figur 27. 
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Aus (II) und (I) folgt aber 

und a — 7 = 2^ ergiebt sich wieder aus 

ige ^ ^ — ^ , 

tg<7 1+t 
Wenn «j + /j = ^i + ^^2 wird, ist a = 90*, tg <7 = oo, 
unsere Methode versagt also. In der That ist dann a + y 
= 180®, also das Viereck ein Sehnenviereck, mithin auch 
\=a^, ^s =/i* Is^ dies nicht so gegeben, so ist die Auf- 
gabe unmöglich ; andernfalls ist sie unbestimmt ; jeder Funkt 
des Umkreises von ABC genügt den gestellten Anforderungen. 
Dritte Hauptlage: «„ /j ; 7j> ^j. 
Die dritte der Gleichungen (III) ergiebt 

. ^ . , _ sing, sin (y,+y,) s in <^, 

sm a sin o, = ; = t. 

* sin /j 




Figur 28. 
Aus (II) folgt: 

<5i + «, = 180* — y, — ^s, also 

«Jj + a = 180® — y, — <5j + öj = ^> wo ii bekannt. 

Setzt man noch 

so wird 

sin a sin ^, = -^ jcos f* — cos iil = t, 

also cos f* = cos it + 2 1, 

woraus sich /* ergiebt. 
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Ist gegeben: a,, /j ; i^i,^j, so ist nach (II) 




Figur 29. 

also nach der zweiten Gleichung (III): 

. , sin /?, sin 6 sin o, 

sm a, sin ö, = — r^-7- — ; r-^ = t, 

» * 8in(/9,+^,) ' 

oder cos (<5j — aj — cos (<5^ -|- «J = 2 1. 

Nach (11) ist <5^ — «, = ^+ a, +/9j — 180 = ^i*, 
also findet man cJ^ + «^ = /l aus 

cos X = cos f* — 2 t. 

Vergleiche hierzu Kap. XIII. 

In der vierten Hauptlage ist eine Auflösung 
mit quadratischen Gleichungen und eine Konstruktion 
mit Zirkel und Lineal nachweislich unmöglich. 





Figur 80. 



Figur 81. 
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§ 27. Das Sehnenyiereck. 

Im Sehnenyiereck wird auch die achte Beziehung 
zwischen den Winkeln von einfacher Gestalt. Es seien 
Jl, fjt, V, g die den Seiten a, h^ c, d gegenüberliegenden 
Peripheriewinkel; dann ist 

ßi= 72 = 91 ^i=a, = /*. 

/> 
C 




B Ä 




Figur 38. Figur 38. 

Zieht man durch B den Durchmesser BD' des 
Kreises, so ist das Dreieck BD'A bei A rechtwinklig 
und der Winkel bei D' entweder X oder 180° — X^ also, 
wenn r der Radius des Kreises ist: 

a = 2 r sin ^ 
und ebenso b==2r8in/i*; c = 2rsinv; d=:2rsin^. 
Femer ist das Dreieck BDD'beiD rechtwinklig und 
hat bei D' entweder den Winkel ^ + v oder q-\' X\ 
beide ergänzen sich zu 180^, so dass ihre Sinus gleich 
sind. Es ist also 

f = 2 r sin (^ + «') = 2 r sin (^ + ^) 
und ebenso e = 2 r sin (ii + i») = 2 r sin (^ + q\ 
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Man beweist mit Hilfe der Formeln des dritten 
Kapitels leicht, dass unter der Voraussetzung 

sin JL sin V + sin ^ sin ^ =r sin (Ä + /*) sin (^ + q) ist. 
Multipliziert man beide Seiten mit 4 r'^ so wird daraus: 

ac + bd = ef, 
der bekannte Ptolemäische Lehrsatz. 
Im Dreieck ABC ist 

e' = a* + b' — 2 a b cos /? 
und im Dreieck ADC 

e' = c* + d* — 2 c d cos d. 
Da 6-\-ß = 180*, ist cos ö = — cos ß. Vergleicht 
man beide Ausdrücke für e', so wird daraus: 

cos/?— 2(ab + cd) ^^^^^ 

. ß (a + b)» — (c— d)» 

Also l + COS/9 = 2 cos* -r- = o/ V, I jx . 

^ 2 2 (ab + cd) 

Setzt man 

— f— a + b + o+dj = Sa, -^-fa — b+c+*dj = 8b, 

2" fa+b — c + dj =sc, yfa + c + c — dj = 8d, 

^ ß _ ScSd 
2 "~ab + cd' 
und analog aus 1 — cos ß : 

5, ß SaSb 



2 

so folgt daraus: 

cos 



Mithin ist: 



2 ab + cd 






(VIII) 
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Andererseits wird 



2 cos 4- sin — = sin /ff = 2 ^^* ^^ ^" ^*' . (IX) 
2 2 '^ ab + cd ^ ^ 

Es ist aber sin ß = sin d und -^ ab sin ß der Inhalt 

von ABC, — cd sind der Inhalt von AD C, somit der 
Inhalt J des ganzen Vierecks : 

J = ys« S|» Sc Sd • (X) 

(Wie erhält man hieraus die Inhaltsformel des Dreiecks?) 

Wenn man noch den Wert von cos /ff in den Aus- 
druck für e* einsetze, erhält man nach einigen leichten 
Umformungen 

^,^ (ac + bd) (ad + bc) 

ab +cd ^ ^ 

Ebenso ist 

f«_ (ac + bd) (ab + cd) 

~ ad + bc 

Durch Ausmultiplizieren erhält man wieder den 

Ftolemäischen Lehrsatz. 

Im Dreieck ABC folgt aus dem Sinussatz: 

. - asin/ff 

sin X = 

e 

und aus (IX) und (XI) 

. 2aJ 

^''^ ^ ~ »^ (ab + cd) (ac + bd) (ad + bc) ' ^™^ 

Durch Vergleich mit der Formel 

= 2 r sin ^ 
ergiebt sich daraus noch 

^ _ y (ab + cd) (ac + bd) (ad + bc) .^...^ 

r — . (Aiiij 
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§ 28. Das Trapez. 

Ein Trapez ist darcH 4 unabhängige Stücke be- 
stimmt. Durch 3 Winkel ist es der Gestalt nach ge- 
geben. 

Es seien die parallelen Seiten mit AB und CD 
bezeichnet. Dann ist 

«2 = ^3, ß,=6t, o + ^ = 180^ ß + y = m)\ (XIV) 




Figur 84, 
Diese Delationen ergeben sich aus einer von ihnen mit 
Hilfe der in § 24 aufgestellten Gleichungen (I) und (II). 
Die Sinusgleichungen lassen sich nicht wesentlich ver- 
einfachen. (lY) und (V) werden zu 

sin Oj sin" /?, sin y^ = sin" a, sin ft sin dgl ^^. 
sin" a sin ß% sin y^ = sin a^ sin* /ff sin <5j 1 ^ ^ 
Wenn 3 Winkel des Trapezes gegeben sind, so 
kann man aus (XIY) stets einen vierten dazu finden, 
dass sich eine der in § 25 angegebenen Hauptlagen 
ergiebt. Ausgenommen ist nur folgender Fall: 

Gegeben: a^, (J,, ß^\ y^ = 180° — a^ — ß^ — 6^. 
Dann hat man aus der ersten der Gleichungen (XY): 

sina^ -i/sinaj siny^ 

sin /ff, f sin/ff, sin ^j 
Und nach den Beziehungen zwischen den Winkeln selbst: 

Hessenberg, Ebeoe und sphärische Trigonometrie. 6 
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Setzt man /?, — «, = 2 <J, so wird, wie in § 25 : 

1— t 



tg<5 = tg<7 



l + f 



Zur Lösung anderer Trapezaufgaben sind ausser 
den vier Dreiecken ABC, B CD, CDA und DAB 
noch folgende zwei zu verwenden: 

Man ziehe durch C die Parallelen xu DA und 
DB. Sie mögen AB und A' und B' schneiden. Im 
Dreieck A'BC ist dann 




Figar 85. 

der Winkel bei A' gleich a, bei B gleich ß, 

bei C gleich y+^— 180^=180'*— (a+/J), 

die Seite B C = b, CA' = d, A'B= a — c. 

Im Dreieck ACB' aber ist 

der Winkel bei A gleich a^^ bei Begleich/?,, 
bei C gleich 180^ _-(«, + ^^) 

= 180« - (y, + ^0, 
die Seite B'C = f, C A = e, AB' = a + c. 

Mit Hilfe dieser Dreiecke werden in der elemen- 
taren Geometrie verschiedene Konstruktionsaufgaben 
gelöst. 



Zweiter Teil. 



Sphärische Trigonometrie. 



Sechstes Kapitel. 

Einleitend es. 

§ 29. Aufgabe der sphärischen Trigonometrie« 

Naphdem die Berechnung ebener geradliniger 
Figuren auf ein algebraisches Problem zurückgeführt 
ist, stehen wir vor der Aufgabe, ebenso für räumliche 
Figuren alle zu ihrer Berechnung notwendigen Glei- 
chungen herzuleiten. Die dem Dreieck analoge ein- 
fachste Figur ist im Raum die dreiseitige körper- 
liche Ecke. Ihre drei Kanten bilden zu je zweien 




Figur 86. 

insgesamt drei Winkel, ebenso die drei Seiten (Ebenen). 
Die Kantenwinkel bezeichnen wir mit a, b, c, die gegen- 
überliegenden Neigungswinkel der Seiten entsprechend 
mit a, /?, y. Durch drei dieser sechs Stücke sind die 
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übrigen mitbestimmt. Denkt man sich z. B. Figur 37 

ausgeschnitten, längs der Kanten OQ und OB gebrochen 

und so zusammengebogen, dass OP' auf OP fällt, so 






Figur 87, 

entsteht eine körperliche Ecke mit der Spitze 0. Die 
Winkel a, b, c waren gegeben; die Winkel, die die 
Ebenen I, H, III einschliessen, sind fest, unveränderlich; 
von der Lange der Kanten OP^ OQ, OR unabhängig, 
also lediglich Funktionen von a, b, c. 

Ein anschaulicheres Bild von der Lage der sechs 
Stücke erhält man, wenn man um die Spitze der 




Figur 88. 

Ecke eine Kugel legt. Dieselbe wird von den drei 
Seiten der Ecken in drei Bögen grösster Kreise, BC, 
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CA und AB geschnitten, deren Längen, in Graden, 
Minuten und Sekunden gemessen, a, b und o sind. Die 
Winkel aber^ die diese Bögen einschliessen, sind Oy ß 
und y. So erhalten wir für jede Ecke ein sphärisches 
Dreieck; aber umgekehrt entspricht auch jedem Drei- 
eck auf der Kugelfläche eine Ecke mit der Spitze im 
Centrum der Kugel. Die Aufgabe der Berech- 
nung der dreiseitig en Ecke ist also identisch 
mit der der Berechnung des sphärischen 
Dreiecks, dessen Seiten grösste Kreise sind. 

Die letztere ist eines der ältesten Probleme der 
Geodäsie und Astronomie. Die ebene Trigonometrie ist 
zu Erdmessungen nur auf kleine Entfernungen tauglich, 
nämlich nur solange man die Krümmung der Erdober- 
fläche vernachlässigen kann. Grössere Dreiecke auf der 
Erdoberfläche müssen dagegen als sphärische behandelt 
werden. Die Formeln des sphärischen Dreiecks müssen, 
wie man zugleich erkennt, eine Verallgemeinerung derer 
des ebenen Dreiecks sein. Wenn man den Radius der 
Kugel grösser und grösser werden lässt, müssen sie in 
diese übergehen. 

Die Lehre von den Beziehungen am 
sphärischen Dreieck bezeichnet man als die 
sphärische Trigonometrie. IhreAufgabe ist^ 
aus drei Stücken desselben die drei anderen 
durch Rechnung zu finden. 

Die Hilfsmittel der sphärischen Trigonometrie sind 
dieselben, wie die der ebenen. Die trigonometrischen 
Funktionen reichen auch hier zur Darstellung aller Be- 
ziehungen aus. Während aber in der ebenen Trigono- 
metrie nur die Sinus, Cosinus, Tangenten und Cotangenten 
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der Winkel vorkamen, treten in der sphärischen auch 
die der Seiten auf. Dies ist nicht erstaunlich, ja 
sogar von vornherein zu vermuten, wenn man wieder 
an die dreiseitige Ecke denkt, in der ja alle sechs 
Stücke des sphärischen Dreiecks als Winkelgrössen er- 
scheinen. 

Aus der Stereometrie ist bekannt, dass die Summe 
der drei Kantenwinkel einer konvexen körperlichen Ecke 
kleiner als 360^ ist. Wir beschränken die Betrachtung 
auf solche Ecken und damit auf sphärische Dreiecke, 
die ganz auf einer Hälfte der Kugel liegen. Offenbar 
ist in solchen Dreiecken keine Seite und kein Winkel 
grösser als 180°. 

§ 30. Nebendreiecke nnd Scheiteldreieck. 
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Denkt man sich die drei grössten Kreise, denen 
die Seiten des Dreiecks ABC angehören, vollständig 
ausgezogen, so zerlegen sie die Kngeloberfläche in acht 
Dreiecke. Die durch A gehenden Kreise schneiden 
sich in einem zweiten Funkt A^ die durch B und 
gehenden in B', bezw. C Die Dreiecke A'BC, AB'C, 
ABC^ welche mit ABC je eine Seite gemeinsam haben, 
heissen die „Nebendreiecke^ von ABC. Sie stim- 
men mit ABC in je zwei Stücken überein: in der ge- 
meinsamen Seite und deren Gegenwinkel. Die anderen 
vier Stücke ergänzen die gleichbenannten Stücke von 
ABC zu 180^ (sie sind ihre Supplemente), z. B. ist im 
Dreieck A'BC: 
<BA'C = a, < A'BC = 180^ — ft <A'CB = 180^— , 

BC = a, A'C ^ 180^ — b, A'B = 180^ — c. 

Das Dreieck A'B'C, welches mit ABC keine Ecke 
und keine Seite gemeinsam hat, heisst das „Scheitel- 
dreieck" von ABC. Es stimmt mit ABC in allen 
Stücken überein. Die anderen drei Dreiecke, die mit 
ABC nur eine Ecke gemeinsam haben, sind die Scheitel- 
dreiecke der Nebendreiecke und zugleich die Neben- 
dreiecke des Scheiteldreiecks von ABC. Sie führen 
keine besondere Bezeichnung. 

Das Scheiteldreieck A'B'C kann mit dem ursprüng- 
lichen nicht zur Deckung gebracht werden. Schiebt 
man es z. B. an dem grössten Kreis A'C'AC um die 
Kugel herum, so fällt A' auf A, C auf C, aber B' 
nicht auf B, vielmehr auf die andere Seite von AC, 
auf B". Wenn in der Ebene zwei Dreiecke so gelegen 
sind, kann man sie durch Umklappen um die ge- 
meinsame Seite zur Deckung bringen. Aber auf der 
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Kugel geht dies wegen ihrer Krümmung nicht. Ma^ 
darf daher Scheiteldreiecke nicht kongruent nennen nn^ 




Figur 40. 
musB neben dem Begriff der Kongruenz auch den der 

Symmetrie anwenden. Scheiteldreiecke sind symmetrische 

Figuren. 

§ 31. Inhalte Ton Zwei- und Dreiecken. 

A 

^2^ 
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1. Zwei grösste Kreise durch A und seinen Gegen- 
punkt A' teilen die Kugel in vier Streifen, die man 
Kugelzweiecke nennt. Ein Kugelzweieck ist vollständig 
bestimmt, wenn man den Winkel an einer seiner Ecken 
kennt. Die Fläche eines Kugelzweiecks verhält sich 
zu der Fläche der ganzen Kugel, wie der Winkel an 
der Spitze des Zweiecks zu 360^ Es ist also die 
Fläche F des Zweiecks mit dem Winkel a, 
wenn R der B.adius der Kugel ist: 

2. Scheiteldreiecke haben gleichen In- 
halt. Dieser Satz ist unmittelbar durch die Anschauung 
gegeben. Der Beweis gestaltet sich aber sehr viel 
umständlicher, da man die Dreiecke nicht aufeinander- 
legen kann. 





Figur 42. 

Ist zxmächst AB = AC, so ist auch im Scheiteldreieck 
A'B' = A'C. Wenn man AB mit A'B' zur Deckung bringt xmd 
dann das eine Dreieck um den Winkel a dreht, so kommt 
AmitC^ CmitB' zur Deckung; es ist also ABC kongruent 
A'C'B' : Ein gleichschenkligesDreieckistmit 
seinem Scheiteldreieck inhaltsgleich. 



90 



Sphärische Trigonometrie. 



In einem beliebigen sphärischen Dreieck konstruiere 
man sich nunmehr den sphärischen Mittelpunkt M des Um- 
kreises. Sein Gegenpunkt M' ist der Mittelpunkt des Um- 
kreises des Scheiteldreiecks. Die Dreiecke ABM, BCM 





Figur 48. 
CAM sind gleichschenklig, also nach dem zuletzt Bewiesenen 
ihren Scheiteldreiecken A' B' M', B' C M\ C A' M' inhaltsgleich. 
Da aber ABC aus den ersteren ebenso (durch Addition oder 
Subtraktion) zusammengesetzt ist, wie A'B'C aus den 
letzteren^ so ist auch ABC mit A'B'C inhaltsgleich. 

Die Flächengleichheit der Scheiteldreiecke ist not- 
wendig zum Beweis einer wichtigen Formel über den 
Inhalt eines beliebigen sphärischen Dreiecks. Konstmiert 
man zu ABO die Nebendreiecke und bezeichnet die 
Inhalte von ABC, A'BC, AB'C und ABC mit F, 
X, Y und Z, so ist der Inhalt des Zweiecks AB A'O: 



F + X = 



R' 



90* 



ebenso 



_, . R TT 

^ + ^ = "90^''' 



Andererseits erfüllen die Dreiecke ABC, A^BC, 
A B^ C und B' A^ C die Halbkugel, die durch den grössten 
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Kreis ABA^B^ begrenzt ist, und da die Fläche von 
A'B'C gleich der von ABC, seinem Scheiteldreieck, 
ist, hat man F + X+Y+Z = 2R';r. 

Addiert man die drei ersten Gleichungen und sub- 
trahiert diese davon, so bleibt: 



2F 






+ ß + y — 180' 







Figur 44. 
Man bezeichnet den TJebersohuss « + /? + / — 180® 
der Winkelsumme über 180* als den ^sphärischen 
Excess des Dreiecks", e. Der Inhalt eines 
sphärischen Dreiecks ist dem sphärischen 
Excess proportional: 



F = 



R« 

180 



e. 



Die Winkelsumme im sphärischen Drei- 
eck wächst also mit dem Inhalt des Dreiecks 
und ist immer grösser als 180^ 
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§ 32. Das Polardreieck. 

Wenn die Ebene eines grössten Kreises und der 
zn einem Pnnkt P gehörige Durchmesser aufeinander 
senkrecht stehen, so nennt man den grössten Kreis die 
Polare des Punktes P und diesen einen Pol des 
grössten Kreises. Jeder grösste Kreis zerlegt die Kugel 
in zwei Halbkugeln. Der Mittelpunkt jeder dieser Halb- 
kugeln ist ein Pol des grössten Kreises. 

Der Aequator ist die Polare des Nordpols wie des 
Südpols, Nord- und Südpol sind die Pole des Aequators. 
"Wir empfehlen dieses Beispiel dem Leser zur Veran- 
schaulichung der nachfolgenden Sätze: 

1. Jeder grösste Kreis durch P steht senkrecht auf 
der Polare von P. 




Figur 46. 

2. (Umkehrung.) Jeder auf einem grössten Slreis 
senkrechte Kreis geht durch den Pol desselben« 
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3. Jeder Punkt der Polare hat vom Pol den Ab- 
stand 90*. 

4. (ümkehrung.) Jeder Punkt; der von P um einen 
rechten Winkel entfernt ist, liegt auf der Polare von P. 

5. Liegen A und B auf der Polare von P, so ist 

AB=<APB. 

6. P sei der Pol von A B und von A sei nach B 
hin AS = 90^ von B nach A hin BT = 90' auf AB 
aufgetragen. Dann ist P S die Polare von A, P T die 
Polare von B und <^ S P T soll als Winkel der Polaren 
von A und B bezeichnet werden. Es ist aber nach 5 

<SPT = ST. 
S und T liegen ausserhalb oder innerhalb von AB, je 
nachdem AB < oder > 90® ist. Im ersten Fall ist 
ST=SA+AT=SA+BT— AB 

— gQO _L_ QQO AB 

m zweiten ST = S A- AT = SA — AB + BT 

= 90'— AB + 90^ 
Also auf alle Fälle: 

<SPT + AB = 180', d.h.: 

Der sphärische Abstand zweier Punkte 

und derWinkel ihrerPolaren ergänzensich 

zu 180^ 

7. Zugleich erkennt man: Die Polaren SP und 
TP von A und B schneiden sich im Pol P von AB. 

Man konstruiere jetzt die Polaren der drei Ecken 
des sphärischen Dreiecks. Zu diesem Zweck trage man 
von A aus auf b nach C hin ABa = 90°, auf c nach 
B hin A Ca = 90' ab. Der durch Ba Ca gehende grösste 
Kreis ist die Polare von A. Ebenso konstruiere man 
sich die Polare von B und C. Ba Ca schneidet sich 
mit AbCb in einem Punkt C, CaBa mit AcBc in B', 
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Bc Ac mit Cb Ab in A'. Sind o', /?', y' die Winkel und 




Figur «6. 

a', b'i c' die Seiten des Dreiecks A'B'C^ so ist nach 
Satz 6 dieses Paragraphen: 

< Ca C Cb + AB = 180^ d. b. 

y* = 180« — c. 
Da A', B', C umgekehrt (nach 7) die Pole von a, b, 
c sind, ist auch A'Ab = A'Ac = 90* u. s. f., mitbin 
wieder nach 6: 

<AoCBc + A'B' = 180^ d. b. 

C = 180* — y'. 
Hiermit erbalten wir den fundamentalen Satz: 

Giebt es ein sphärisches Dreieck mit den Stficken 
a, b, c; a, /?, y, so giebt es ein zweites mit den Stficken 
a' = 180* — a, b' = 180* — /?, c' = 180« — y; 
a' = 180* — a, /?' = 180* — b, / = 180* — c. 

Das Dreieck A'B'C beisst das Polar- oder 

Supplementendreieck des gegebenen, auch das 

reciproke Dreieck. 
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Die Nebendreiecke des Polardreiecks sind die Polar- 
dreiecke der Nebendreiecke des ursprünglichen. Es giebt 
also auch ein Dreieck mit den Winkeln a, b, 180® — c 
und den Seiten a, ß, 180*^ — y. 

Der sphärische Excess des Polardreiecksy «', hat 
den Wert: 

,/=180« — a + 180* — b+180*— c — 180* 

= 360® — (a + b + c). 
Man nennt diese Grösse den sphärischen De- 
fekt des ursprünglichen Dreiecks. 



Siebentes Kapitel. 

Das schiefwinklige sphärische Dreieck. 

§ 33. Erster Cosinnssatz. 

cos a = cos b cos c -|- sin b sin c cos a 

cos b = cos c cos a -|- sin c sin a cos ß 

cos c = cos a cos b -f sin a sin b cos y, (I) 

cos a — cos b cos c 
cos a = 



cos/? = 



sin b sin c 
cos b — cos c cos a 
sin c sin a 



cos c — cos a cos b ...tn 

cos y = 5 5-^r- (II) 

' sin a sin b ^ ' 

Beweis: 1. Die Seiten b und c seien kleiner 
als 90^ Die Tangenten in A an b und c treffen dann 
die verlängerten Eadien B und C in zwei Punkten 
P und Q. Im Dreieck APQ ist der Winkel bei A 
gleich a, und wenn PQ mit x bezeichnet wird, folgt 
nach dem ebenen Cosinussatz: 

x« = AP* + AQ« — 2AP.AQ.cosa. 
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Figur 47. 








Figur 47 a, 
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Im Dreieck OPQ ist der Winkel bei gleich a^ 
also ebenso: 

x« = OP« + OQ' — 20P.OQ.co8a. 
Durch Vergleichang beider Ausdrücke für x' er- 
hält man: 

OP« — AP» + Q'' - A Q« + 2 AP . AQ . coso 

= 20P.OQ.Jco8a. 

Die Dreiecke OAP und OAQ sind bei A recht- 
winklig, folglich ist, wenn der B.adias der Kugel wieder 
mit R bezeichnet wird: 
OP'-AP« = OA«=R'; OQ'— AQ« = OA' = R'; 

OA ,^„ OA .^^ , 

— — = cosAOP=cosc; YYn"^^^^-^^Q~^^^"5 

« ^ -^ -R ^ ^ -R" 

also 0P = ; 00 = — r- 

cosc ^ cosb 

EndUch ist 
AP = RtgAOP = Rtgc; AQ = RtgAOQ'='Rtgb. 

Durch Einsetzen iu die letzte Gleichung und Di- 
vision durch 2 R' folgt : 

, - cos a 

1 + tg b tg cos a = r . 

° ° cos b cos c 

_^ sinb 

Da tg b = r ist, erhält man nach Multiplikation 

mit cos b cos c die erste der Formeln (I). 

2. Ist b grösser, c kleiner als 90^ so ist in 
dem Nebendreieck, welches c mit ABC gemeinsam hat: 

a' = l80^ — a, V=180^ — b, c' = c, 
a'=180^_a, /?' = 180^ — /?, / = /. 
b' und c' sind kleinei als 90^ folglich ist nach 
dem zuletzt Bewiesenen: 

cos a' = cos b' cos c' + sin b' sin c' oos «', 
Hessenbergy Ebene und sphärische Trigonometrie. 7 
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und nach den Formeln (I, II) des § 6 : 
008 a' = — cos a , cos b' = — cos b , cos c' ^ + cos c 
-COS a' = — cos a , sin b' = + sin b , sin c' = + sin c. 
Setzt man diese Werte ein, so erhält man wieder (I). 
3. Sind b und c beide grösser als 90^ so 
verfahre man ebenso mit dem Nebendreieck, welches a 
mit ABC gemein hat. 

Die Formeln (II) entstehen aus (I) durch Auflösen 
nach cosa, cosi?, coay, 

§ 34. Funktionen der halben Winkel | Sinnssatz. 

Aus (II) folgt: 
, , , a cos a — (cos b cos c — sin b sin c) 

1 + cos a = 2 cos'' -77- = ^^ : — r — = ' 

2 sm b sin c 
cosa — cos(b4-c) 

sin b sin c 
__2 sin— ja+b-f- cj sin— j — a + b + cj 



sin b sin c 



sm s sin Sa 
sin b sin c 



. , a — cosa4-(co8bco8c+sinbsin'c) 

1 ^ cos a = 2 sm* -^ = . . . 

2 sm b sm c 

cos (b — c) — cos a 

sin b sin c 

_2sin -^fa — b + cj sin-^-fa + b — cj 



= 2 



sinb sine 
sin Sb sin Sc 



sin b sin c ' 
Mithin ist 



2 V sin b>in c ' 2 ^ sin b sin c ^ ^ 
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Hieraus folgt durch Division: 

und durch Multiplikation: 

^ . a a . V sin s sin Sa sin Sb sin So 

2 sin -TT- cos -TT- = sin a = 2 ; — r— -^ 

2 2 sm b sin c 

oder 

sing _ 2 V »in » sin »a »i^ »b ^^^ »c /y\ 

sin a sin a sin b sin c. 

Diese letzte Formel enthält den sphärischen er- 
weiterten Sinussatz. Die rechte Seite ist aus den drei 
Seiten völlig symmetrisch gebildet, es ist also: 

sin a _ sin /? _ siny ^ 

sin a ~~ sinb ~ sin c ' > (VI) 

sin a : sin ßislny = sin a : sin b : sin c J 
Die Sinus der Seiten verhalten sich wie die Sinns 
der gegenfiberliegenden Winkel« (Sinussatz.) 

Anmerkung. Man hat für die hier auftretenden 
Grössen noch einige nützliche Bezeichnimgen eingeführt. 
Man nennt den Ausdruck 

S = Vsin s sin sa sin st, sin sc 
den „Eckensinus** der zu dem Dreieck gehörigen Ecke 
mit den Winkeln a, b, c. 

Den Quotienten ö-y bezeichnet man als »M o - 

dul'' M des Dreiecks. Es ist 

sin a = M sin a, sin b = M sin ß, sin c = M . sin /. 
Endlich sei noch 



1/^ 



'sm Sa sm Sb sm sc __. i 
sins 
gesetzt, so dass man hat: 

° 2 sinsa' ° a ansb' ° 2 sinso" 



« = ^a» 
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§ 35« Reciproke Formeln. 

Indem man den ersten Cosinussatz anf das Polar- 
dreieck anwendet, erhält man den sogenannten zweiten 

Cosinussatz : 

cos a = — cos ß cos y + sin /? sin y cos a (VII) 

_ C08a + C08/?C08y ^jj 

^®®*- sin/? sin y- ^^^^^^ 

Setzt man ferner in Analogie zu s, Sa etc.: 

80 wird das s' und das s'a des Polardreiecks zu: 
8' = -i-(l80'— a + 180^ — /?+180^— y] =270^— er, 

s'a = Y(— 100^ + « + !^"— '^+100'— y)=90»— (7„, 

womit die Formeln (III) und (IV) übergehen in 
sin 4 = l/'E«^«^^ cos ^ = 1/ ^f P ^g ^; (K) 

2 l' COS aß COS (Ty 
(V) wird zu: 

siaa _ 2 )/— cos a cos a^x cos oß cos a^ 
sina sin a sin i9 sin y * 

§ 36. Rechnerische Herleitung des zweiten 
Cosinnssatzes. Cotangentensatz. 

Setzt man den durch den ersten Cosinussatz gegebenen 
Wert für cosa in die Formel für cosb ein, so ergiebt sich 
nach leichter Reduktion: 

cos b sin c = cos c sin b cos a -|- sin a cosjS. (XI) 

Solcher Formeln giebt es 6. Sie heissen die sphäri- 
schen Cosinusformeln. Da sina^=Msinau. s. 1, 
wird nach Division durch M : " "" 
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cos b sin y = cos c sin ß cos a + sin a cos ß, 
oder, wenn man die Ecken A und C vertauscht und etwas 
anders ordnet: 

COS /S sin y = — cos y sin ß cos a + sin a cos b. (XII) 
Dies ist die reciproke Formel zu (XI). Nimmt man sie 
zusammen mit der darch Vertanschung von B and A daraus 
hervorgehenden und eliminiert cos a oder cos b, so erhält 
man den zweiten Cosinussatz. — 

Aus (XI) folgt, nach Division durch sinb unter Be- 

acntung von sin a : sin b = sin o : sin ^ : 

cotb sine = cos c cos a-f- sin «cot /S oder 
sin c • cot b — sin a cot ß = cos c • cos a. (XIII) 
Dies ist der sogenannte Cotangentensatz. Es giebt 
6 solcher Formeln. Durch Vertauschen der Ecken A und C 
erhält man die zu (XIII) reciproke Formel : 

sin a . cot b — sin y cot/? = cos a . cos y. 

§ 37. Uebergang in die ebene Trigonometrie: 

Ein sphärisches Dreieck, welches im Vergleich zur ganzen 
Kugel Oberfläche sehr klein ist, kann näherungsweise als 
ebenes Dreieck betrachtet werden. So ist z. B. bei kleinen 
geodätischen Messungen von der Krümmung der Erdober- 
fläche nichts zu merken; die Abweichungen von der Ebene 
sind kleiner als die Fehler, die bei der Messung auftreten. 

Es müssen also dieFormeln der sphärischen 
Trigonometrie für sehr kleine Dreiecke nähe- 
rungsweise mit denen der ebenen Trigonometrie 
in Uebereinstimmung gebracht werden können\ 

In ersterAnnäherung kann man die zu den Seiten 
gehörigen Winkel gleich Null setzen, so dass die Sinus der 

1 Wenn ein sphärisches Dreieck sehr klein ist, so bedeutet dies, 
dass seine Seiten sehr klein sind ; die Winkel können dabei beliebige 
Werte zwischen und 180* annehmen ; ihre Summe wird um so näher 
an zwei Rechte herangehen, je kleiner das Dreieck ist. 
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Seiten alle Null, die Cosinas der Seiten gleich 1 werden. 
Die Formeln (I) bis (Vi) werden dadurch entweder identische 
Oleiclningen, wie (I), (1 — 1) oder onbestimmt, wie (III), 

[coa| = ^J. Ans (VII) and (XII) dagegen 

folgt 

- cos a = C08 A cos y — sin ^ sin y 

sina = ainAco8y+coa?ain^ 
Dies sind die Ädditionatheoreme, wenn 

a = im—ß — y 
In zweiter Änoähernng kann 
sin a ^ -"- gesetzt werden. Denn solange a 
als geradlinig betrachtet werden kann, tÄüt 
es mit der SinnsUnie zusammen: Das Drei- 
eck B C ist bei C rechtwinklig, also 
8ina=|yg. Der Cosinas ist gleich 1 zu 
setzen. 

Hiermit erhält man ans den Formeln 
(III) bis (VI) die entsprechenden Gleichongen 
der ebenen Trigonometrie ; der Cosinossatz 
aber bleibt identisch erfüllt, da man das 
Qlied sin b sin c cos a Nnll setzen moss, weil 
-5j ansserbalb der eingehaltenen Qenanig- 
keit liegt 

Setzt man jedoch in dritter Än- 



Klgar 4S. 2 R'' 

so folgt ans dem Cosinossatz nach leichter Umformang nnd 
HnItipUkation mit 2R': ~~ 
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b"c* 
a* = b*+e — 2bccoso4--jr-^. 

Das letzte Glied ist im Vergleich za den anderen an- 
endlich klein and kann vernachlässigt werden, so dass man 
den ebenen Cosinassatz erhält« 

Darch diese Uebergänge wird zagleich die Bezeichnang 
der sphärischen Sätze in ein besseres Licht 'gerückt. Der 
sphärische Cosinas- and Sinassatz, sowie die sphärischen 
Cosinasformeln (XI) gehen nämlich in die ebenso benannten 
ebenen Formeln über. 

§ 38. Auflösung^ der sphärischen Dreiecke. 

Erster Fall: Gegeben a, b, c. 
Man berechne s, Sa, Sb und Sc und aas (IV) die 
Tangenten der halben Winkel: 

log tg -^ = -^{ log sin 8b+ log sin So — logsins— lo^sinsaj 

Da a, ßy y kleiner als 180^ sein sollen, sind 

~9~' ~9"' ~9' ^P^*^® Winkel ; die aus der Tabelle ent- 
nommenen Werte sind die einzig möglichen und rieh, 
tigen. Es giebt also nur eine Lösung« 

Zweiter Fall: Gegeben a, /?, /• 

Man berechne erst a, a^, o^ß, o^ and aus (X) 

a b c 
-^, -Q-,—-. da Q grösser als 90* wird, setze man 

180*— a = <y'; es wird: 

log *g ö^ = 2 x^^ ®o^ 0^*+ log c 08 (Tq^ - log cos (Tß — log cos a\. 

Es kommt auf dasselbe hinaus, wenn man aus a, /?, / 
unächst die Seiten a' = 180* — a, V und o' des Polar- 
zdreieoks ausrechnet und aus diesen die Winkel des- 
selben, a', iS', y*. Dann ist a = 180® — «', also 
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a ^ a' a a* 

= 90'—^, tg^=cot- 



2 

und nach (IV): 

a ä' 

log tg "2- = log cot "2- = 

-^llogsins' + logsins'a — logsins'b — logsins'c!- 

Bei diesem Verfahren hat man die bequemere 
Interpolation mit log sin und log tg, die positive Tafel- 
differenzen besitzen. Da übrigens s'a das Komplement 
von o^ ist, ist ein thatsächlicher Unterschied zwischen 
beiden Wegen nicht vorhanden. 

Zur Probe auf richtige Rechnung dient in den 
beiden ersten Fällen am besten der Sinussatz: 
log sin a — log sin a = log sin b — log sin ß 
= log sin c — log sin y. 

Dritter Fall: Gegeben a b y. 

Man erhält c aus dem ersten Cosinussatz, sodann 
a und ß nach dem Sinussatz oder besser nach den For- 
meln (IV), da der Sinussatz zwei Winkel liefert. 

Vierter Fall: Gegeben c, a, ß. 

Man erhält / nach dem reciproken Gosinussatz, 
sodann a und b nach Formel (X). 

Für durchgehende logarithmische Rechnung im 
dritten und vierten Fall sind geeignete Formeln in 
diesem Abschnitt noch nicht entwickelt. Vergl. hierzu 
iapitel IX und XIII. 

^ Fünfter Fal 1: Gegeben a, b, a. 

Im Interesse einer bequemen Determination be- 
trachte m^n, wenn a und b nicht beide spitz sind, das- 
jenige Nebendreieck, in dem die entsprechenden Stücke 
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spitz sind. Ist z. B. a stumpf, b spitz, so wähle man 
das Nebendreieck mit den Stücken 

a'=180" — a, b' = b, c' = 180^ — c, 
a' = 180* — a, ß' = ß, y' = 180" — y, 

welches mit dem ursprünglichen die Ecken A und G 
gemein hat. Ist b stumpf, a spitz, so nehme man das- 
jenige, welches B und mit ABC gemein hat. Sind 
endlich a und b beide stumpf, so nehme man das an 
AB anliegende Nebendreieck mit den Seiten 

a'==180* — a, b' = 180*^--b, c' = c 
und den "Winkeln 

«'==180° — a, ß' = iBO' — ß, y' = y. 

Aus den Stücken des Nebendreiecks kann man 
jederzeit wieder die des ursprünglichen berechnen. 

"Wir können uns mithin auf den Fall be- 
schränken, dass a und b spitz sind. Man er- 
hält dann aus dem Sinussatz 

log sin ß = log sin b — log sin a + log sin a. 

Da zu jedem Sinus zwei Winkel gehören, ergeben 
sich zwei Lösungen für ß, die aus der Tafel gefundene 
und deren Nebenwinkel. Die Determination ist 
unter der Voraussetzung, dass a und b spitz 
sind, genau dieselbe, wie in der ebenen 
Geometrie: 

1. Ist a > b, so ist nur der in der Tafel aufge- 
schlagene Winkel brauchbar, dieser aber sicher. 

2. Ist a = b, so darf a nicht stumpf sein, und es 
ist ß=a, 

3. Ist a < b; so muss a spitz sein. Für sin ß kann 
ein Wert grösser als 1, für log sin/? also eine positive 
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■i-*»» Wmiukommfln. Dana ezistisTt kein (reales) 

Xnk >A,i^«^d log sin j9 negmür, so sind beide Werte 
ite S >i-«ttohbttr, Ist log sin ^ = 0, «o ist ^ = 90* nnd 
* j?w*i »wr ein Dreieck. 

-V** w, h, Q, /} kann man c und y mittelst der Co- 
H^»«»>j«WMln berechnen. Eliminiert man z. B. sine ans 
■*• WUen Formeln 

>.iv-< (t am b = sin « cos b cos >■ + ein c cos a, 
>MabHina = Binbcoaacos}'-|-8ineooafl, 

•» Met: 

_ coB/)tgb — ooeatga 
^ oofl (3 tg a — cos d tg b ' 
W<Jt au« dem Polsrdreieck : 

cos b tg |J — DOS a tg a 
ac oosb tga — coBatg/ä' 

r logaritlimisoben ßechnnng geeignetere Formeln 
1 Kapitel IX angegeben werden. 
Serhstev Fall: G(«eben a, o, fl. 
Man kenDt im Folardreieck a', a'. b' nnd kann da. 
^nachdem fün t'ten Fall ^', /und o' berechnen. Bann ist 
b^lfiO" — ^'i c=180'' — /; j-^lSO' — c'. 
Man kann auch in Analogie znm fünften Fall zanächst 
Hf «lue beguenic Determination a nnd ^ als spitz annehmen, 
gellten sie es nicht sjin, so betrachte man die Hebend reiecke. 
I0 ainem 'O" ihnen sind die o und fs entsprechenden Winkel 
beide epita. 

b ergi'-'tit bicli aus dem SinoBsatz, nnd zwar ist 
= log sin (3 — log sin o -|- log sin a. 
en Werten für b ist nnr der spitze za ge- 
rn ^ ^. Ist « < ^, so muBS a spitz sein. 
1 für log sin h ein negativer Wert, so sind 



««vten i 
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beide Werte von b brauchbar. Wird sin b = 1, so ist b = 90" 
and nur eine Lösung vorhanden. Ist endlich logsinb>^0, 
so giebt es kein (reelles) Dreieck, y und c erhält man, nach- 
dem b gefunden, wie im fünften Fall. 



Achtes Kapitel« 

Da« reehtwlnklige sphärische Dreieck. 

§39. AnflSsung der rechtwinkligen sphärischen Dreiecke. 

Ist in einem sphärischen Dreieck y = 90^, so nennt 
man c die Hypotenuse, a, b die Katheten. Ist 
etwa noch a = 90^, so sind auch c und a Rechte nach 
Satz 3 des § 32, und ß ist gleich b. Von diesem ein- 
fachen Fall kann im folgenden abgesehen werden. 

Zur Berechnung der sphärischen rechtwinkligen 
Dreiecke dient folgendes Formelsjstem : 

Erster Fall: Gegeben c, a. 

{. , sinal tga . cosc 
sinja=-^ — >; cos/? = t — ; cosb = . 
'^ amcy tgc cosa 

Zweiter Fall: Gegeben c, a. 

(an a = sinjc sin aj ; cot ß = cos ctga; tgb = tgc cos a. 

Dr]iiter Fall: Gegeben a, b. 

tg a tg b 

tfl?a = -:— r; tsß=— — : cosc = cosa cos b. 
'^ smb' ^ sma' 

Vierter Fall: Gegeben a, a. 

sina . , tga . cosa 

smc = -; — : sinb = 7 — ; sin/J= . 

sma tga^ cosa 

Fünfter Fall: Gegeben a, ß. 

tga 
tg c = -« : tff b = tg/? sin a : cos a = cos a sin ä. 

COS/I* o o 
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Sechster Fall: Gegeben a, ß. 

cosa cos/? 

cos a = -; — - ; cos b = -i — : cos c = cot a cot ß, 
sin jff sin a ' 

Die eingeklammerten Formeln des ersten und zweiten 
Falles bestimmen a bezw. a nicht eindeutig. Es gilt 
aber der Satz: Kathete und Gegenwinkel sind 
gleichzeitig spitz oder stumpf. Es ist nämlich 
(fünfter Fall) : ^^g „ ^ ^os a . sin /? 
und da sin ß stets positiv ist, haben cos a und cos a 
stets das gleiche Vorzeichen. 

Die vorstehenden Formeln erhält man sämtlich aus 
den Fundamentalgleichungen des allgemeinen Dreiecks 
durch die Specialisierung 

siny = l, cosy = 0. 

Aus der dritten Formel des Cosinussatzes wird 

cos c = cos a cos b, 
aus dem Sinussatz: 

sina sinb 

sin a = — — , sm ß = — — 
sin c sin c 

und aus den Cosinusformeln: 

tg b tg a 

cos a =r 7 — , cos ß = - — . 
tgc' ^ tgc 

Aus diesen fünf Gleichungen kann man alle an- 
deren herleiten. Es wird z. B. 

sina 1 sina 1 tga tffb 

^ tgb cosc tgb cosa cos b sinb' ^ sina 
Hiermit sind schon alle Beziehungen zwischen zwei 
Seiten und einem Winkel, sowie zwischen drei Seiten 
erschöpft. Man erhält noch 

sinb cos c 

cos a = — =- = sin ß cos a : cos /? = sin a COB b, 

sine cosb ^ ' 
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und durch Multiplikation: 

cot a cot ß == cos a cos b = cos c. 

In allen Fällen, mit Ausnahme des vierten^ ist das 
recht¥dnklige Dreieck eindeutig bestimmt. Denn 
ausser in den eingeklammerten Formeln des ersten und 
zweiten Falles treten nur die Cosinus^ Tangenten und 
Cotangenten der gesuchten Stücke auf, und diese Funk- 
tionen bestimmen ihre Winkel zwischen 0^ und 180^ 
eindeutig ; sie sind für spitze Winkel positiv, für stumpfe 
negativ. Dass von den zu den eingeklammerten Sinus 
gehörigen Werten immer nur einer brauchbar ist, war 
schon gezeigt. 

Im vierten Falle giebt es zwei Dreiecke, da zu 
jedem der Sinus zwei Werte gehören. In der That hat 
eines der Nebendreiecke — dasjenige, welches an BC 
anstösst — die Seite a und a und einen rechten Winkel, ge- 
nügt also auch den gestellten Anforderungen. Die beiden 
Lösungen sind aber nur brauchbar^ wenn a und a gleich- 
zeitig spitz oder stumpf sind, sonst sind beide unbrauch- 
bar. — Die Zusammengehörigkeit der Werte für c, b 
und ß ergiebt sich folgendermassen : Zu dem spitzen 
Wert von b gehört der spitze von /ff, zu dem stumpfen 
Wert von b der stampfe von ß. Infolge der Gleichung 

cosc = cosa cosb 
ist cosc negativ^ also c stumpf, wenn von den Stücken 
a und b eins spitz und eins stumpf ist; dagegen ist 
cosc positiv^ also c spitz, wenn a und b gleichzeitig 
spitz oder stumpf sind. 

Hiermit sind die Bedingungen für die Lösbarkeit 
der Aufgaben noch nicht erschöpft. Im ersten, vierten 
und sechsten Fall müssen noch die Werte, die man für 
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die Funktionen der gesuchten Stücke erhalt^ echte 
Brüche sein. 

Im ersten Fall erhält man die Bedingungen 

sin« •< sin c, 
positiver Wert von tg a < positiver Wert von tg c, 

„ y, n COSa> n r» „ COSC. 

Es genügt, wenn eine dieser Bedingungen erfüllt ist. 
Die anderen stimmen dann auch. Man brancht auch nicht 
die Funktionen der Winkel selbst nachzuschlagen, da man 
von der Grösse der Winkel auf die der Sinus schliessen 
kann: Yon zwei Winkeln hat der den grösseren Sinus, der 
näher an 90* liegt (Fig. 5). 

Es giebt also folgende 4 Möglichkeiten: 



c spitz 



c stumpf 



a spitz 



a stumpf 



Es muss c ]> a sein 



Es muss a+c > 180® sein 



Es muss a+c < 180* sein 



Es muss c <[ a sein 



Im vierten Fall sind die Bedingungen dieselben, wie in 
dem eben besprochenen, wenn man nur a statt c schreibt: 
Da aber a und a stets gleichzeitig spitz oder stumpf sind, 



folgt einfacher: 



a und a spitz : o ^ a. 



a und a stumpf : a <C a. 
Im sechsten Fall ist zur Lösbarkeit notwendig : 

positiver Wert von cos a <^smß 

» j, „ cos /? < sin a 

,. j) 7j cota.cot/9< 1. 

Auch hier zieht das Erfülltsein einer Bedingung das 
der anderen nach sich. Für die Winkel gilt : 

1. iff spitz: 90<> — i» <a<90' + /?; 

2. /? stumpf : ^ — 90* < a < 270' — i?. 
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Im zweiten, dritten and fünften Fall dürfen die gegebenen 
Stücke zwischen 0* und 180* beliebige Werte haben. 

§ 40. Die Napier'Bche Begrel. 

Die aieicbungen des rechtwinkligen Dreiecks lassen 
sich in eine einfache von Napier gegebene Kegel zu- 
sammenfassen. Es seien a* und b* die Komplemente 
der Katheten a und b. Dann folgen am Dreieck die 
Stücke in dieser Reihenfolge aufeinander: 

b*, a, c, ß, a*, b*, . . . 

Ton diesen fttnf ist der Cosinus eines jeden gleich 
dem Produkt aus den Cotangenten der beiden ihm be- 
nachbarten und auch gleich dem der Sinus der beiden 
Yon ihm getrennten Stücke« 

Diese Kegel enthält alle Beziehungen, die zwischen 
irgend drei Stücken bestehen. Denn drei Stücke liegen 
entweder aneinander (wie a, c, ß), oder es liegen zwei 
aneinander, das dritte von ihnen getrennt (wie a, c, a*). 
Man überzeuge sich an den Formeln des vorigen Para- 
graphen, dass die E.egel in jedem Einzelfalle zutrifit. 
Die Napier^sche Regel handelt nur von der Aufeinander- 
folge der Stücke, nicht aber davon, welches der Stücke 
Hypotenuse, welches Kathete, welches Winkel ist; anderer- 
seits enthält sie alle notwendigen Bedingungen dafür, dass 
die fünf Stücke einem rechtwinkligen Dreiecke angehören. 
Daraus folgt, dass man die Bedeutung der fünf Stücke unter 
Beibehaltung der Reihenfolge abändern darf, und dass die 
so vertauschten Stücke wieder ein rechtwinkliges Dreieck 
bilden. Z. B. giebt es ein rechtwinkliges Dreieck mit den 
Stücken 

a = 73* 53' 38", b = 39*57M'', c = 77M3' 18" 
a == 79" 29' 45", ß = 41' 5' 6". 
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Es ist also 



b* = 


a 


c — 


ß 


«*— . 


50* 2' 56'' 


79' 29' 45'' 


77U3'18" 


41' 5' 6" 


16' 6' 22" 



und es giebt noch vier Dreiecke mit den Stücken 



79'29M5" 


77' 43' 18" 


41' 5' 6" 


16' 6' 22" 


50' 2' 56" 


77 '43' 18" 


41' 5' 6" 


16<> 6' 22" 


50' 2' 56" 


79' 29' 45" 


410 5' 6" 


16' 6' 22" 


50' 2' 56" 


79' 29' 45" 


77' 43' 18" 


16' 6' 22" 


50' 2' 56" 


79' 29' 45" 


77 '43' 18" 


41' 5' 6" 



Dies ist auch geometrisch leicht einzusehen. Trägt man 
von C undB auf CA und CB und (event.) ihren Verlängerungen 




Figur 49. 

über A und B hinaus CAj = 90', BCi = 90'> ab, so ist in 
dem bei C rechtwinkligen Dreieck AjCB die Kathete AjC 
ein Quadrant (90'), also der Winkel bei B ein rechter und 
A^ B ein Quadrant. In dem Dreieck 0^ A^ B sind also C^ B 
und Ai B Quadranten, mithin die Winkel bei Aj und C, 
rechte. Nennt man den Punkt A als zu dem Dreieck Ci Aj A 
gehörig noch nebenbei Bj, so ist in dem bei Cj rechtwink- 
ligen Dreieck A^ Bj Cj : 
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. ai=CiBi =90* — c, d.h. ai* = c, 

Cj = Bi Aj = 90* — b, „ Cj = b*, 

bi=C,A, = <AiBCi = 90*-^, , \* = ß,. 
ai =r90' — <CAiB =90* — a, „ aj=a*, 

Setzt man an das Dreieck A^ B^ C^ in der gleichen Weise 
durch Verlängerung von Cj A, und Bj Aj bis auf 90' ein 
Dreieck A,B|C9 an, so ist in diesem analog 

aj* = Cj = b*, a, = a^* = c 
C = bi* = ^, ^, = ai =a* 

Man erhält im ganzen folgende Uebersicht: 



b* — 


a = 


c = 


ß — 


a*- 


Cl 


ßi 


a.* 


\* 


«1 


1 a,» 


b,* 


". 


c. 


ß*'' \ 


«» 


c. 


ßt 


a.* 


V 


/ä« 


a/ 


b/ 


«« 


c« 


b5* 


ttg 


<-6 


/»5 


V '1 




Figur 50. 
Aus den beiden Formeln '■' 

cos c = cotg o cötg /? = sin a* sin b* o i: 1 ; • 

Hessenberg, Ebene und sphärische Trigonometrie. 8 
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ergeben sich durch Anwendung auf die fünf Dreiecke alle 
anderen Relationen zwischen den Stücken c, a, ßy a*, b"". 

Das fünfte Dreieck stimmt tnit dem ersten in allen 
Stücken wieder überein. Bei der Konstruktion erhält man 
auch der Lage nach das alte Dreieck zurück, wie leicht 
zu beweisen ist. Die Figur der fünf Napier^scben Dreiecke 
besitzt interessante Eigenschaften. In dem Fünfeck C, Cj, 
Cj, C3, C^ sind die Seiten, in dem Fünfeck A, A^, A^, A„ A^ 
die Diagonalen alle gleich 90®. Der Leser versuche zur 
Uebung diese Sätze zu beweisen. 



§ 41« Geometrischer Beweis der Fnndamentalformeln 

des rechtwinkligren Dreiecks« 

Zieht man wie in § 33 an b und c die Tangenten 
und nimmt zunächst an, dass b und c spitz sind, so 
schneiden die Tangenten die verlängerten Radien von 
C und B in Q und P. Die Ebene des Dreiecks APQ 
steht aber senkrecht auf OA, also auch auf der Ebene 



P^ 




Figur 51. Figur 51 a. 

OAQ. Da das Dreieck ABC bei C rechtwinklig ist, 
steht auch die Ebene OPQ auf OAQ senkrecht, dem- 
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nach auch die Schnittlinie PQ von APQ und OPQ. 

Daher sind die Winkel OQP und AQP rechte. 

In den beiden bei A rechtwinkligen Dreiecken 

OAP und OAQ ist aber (wie in § 33) 

OP = R : cosc, OQ = E : cos b 

AP = E . tgc, AQ = R . tgb. 

In dem bei Q rechtwinkligen Dreieck OPQ hat 
man daher: 

-r.,.^ OQ cosc 

co8POQ= cosa =j^-^=z — -, 

Etffa 

femer PQ = OQtga= V> 

^ ^ ® cosb 

E sina 

= OPsina = . 

cosc 

In dem bei Q rechtwinkligen Dreieck APQ ist 

<PAQ = o, also 

AQ tgb 

AP tgc 

PQ sina sina 

sin a = -p^ = 7 — = - — , 

AP cos c tg c sin c 

^_PQ_ tga ^ tga 

~"AQ"" cosb tgb sinb* 

Anmerkung. Da irgend ein zu APQ paralleler 
Schnitt A'F'Q' durch die Ecke an den Seitenverhältnissen 
und Winkeln des Tetraeders OAFQ nichts ändert, hatte 
man auch, wie es in vielen Lehrbüchern geschieht, F' irgend- 
wo auf B annehmen, auf A und C die Lote P' A' und 
F'Q' fallen und an dieser Figur dieselben Schlüsse ziehen 
können. Vielfach wird P' nach B gelegt. — Die Verallge- 
meinerung der Formeln auf Dreiecke, in denen b und c 
nicht spitz sind, ergiebt sich leicht durch Betrachtung der 
Nebendreiecke. 
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§ 42. Das Quadrantendreieck. 

Wenn in einem Dreieck eine Seite ein Rechter ist, so 
nennt man es einQaadrantendreieck oder recht- 
seitiges Dreieck. DasPolardreieck eines Qaa- 
drantendreiecks ist rechtwinklig. Man kann 
also die Auflösung des Quadrantendreiecks auf die des recht- 
winkligen zurückführen. 

Ist c diejenige Seite, welche gleich 90* ist, so lautet 
die Napier^sche Regel des Quadrantendreiecks: 

Sind o* und jff* die um 180" vergrösserte n 
Komplemente von a und/?, so ist der Cosinus 
eines jeden der Stücke 

i»*, a, 7, b, o*, ß* . , . 

entgegengesetzt gleich dem Produkt aus den 
Gotangenten der anliegenden und auch dem 
aus den Sinus der von ihm getrennt liegenden 
Stücke. 

Durch diese Regel gehören wieder je 5 Dreiecke zu- 
sammen, z. B. A Aj Af ; Aj A^ A, ; A, A, A^ ; A, A^ A ; 
A« A Aj in Fig. 50. 

§ 43« Das schiefwinklige Dreieck im Zusammenhang 

mit dem rechtwinkligen« 

1. Fällt man das sphärische Lot hc = CHc von C 
auf a in dem schiefwinkligen Dreieck ABC, so ist in 
den rechtwinkligen Dreiecken ACHc und BCHoi 

sin ho = sin a sin jff = sin b sin a, 
oder sin a : sin /? = sin a : sin b. 

Dies ist der Sinussatz. 

2. Ferner ist für AHc = bc» BHc = ac 

cos b cos a 

cos hc = — z— =■ • 

cosbc cosac 
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Da ac + bc 
cosa 



= c , folgt weiter 
cos b cos (c — bo) 

cosbc 
= cos b cos c -f- cos b sin c tg bo. 

C 




Da cos a =^ ° V^ , wird tg bo = tg b cos a, also 

cos a = cos b cos c 4~ sin b sin c cos a. 
Dies ist der erste Cosinussatz. 
3. Setzt man <ACHo = yi, <BCHo = /„ so ist 
008^9 = cos ho sin /,, cos a = cos hc sin y^^ also 

coBo sin/j 8in(y — y^) 

GOHß sin y, sin y. 

Da cot 7, cot ß = cos a , wird mitbin 

cos a = sin y sin ß cos a — cos ß cos y. 
Dies ist der zweite Cosinas satz. Wenn etwa 
o oder ß stumpf ist und bc ausserhalb des Dreiecks 

C 



= sin y cot y, — cos y. 



i 1 




ß 

Figur 53. 

liegt, ist der Beweis leicht entsprechend zu modifizieren. 
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Wcftotw FOTaMfamfarial fir dn 



Safia-'ackcs Aailagif 

Hfld Formd (HI} dea Kapitel TH ist 

a ^ . srnssm«» änsaiiBb 

coa-^co«-^= I . , . — -^ = — 

2 2 f ambsmc Binasme 



IsuiHSUiBb ams 
amasiiib 'siiic' 
Daa YoTzachen der Wnrxel iat poflitiY. Denn die 
halben Winkel nnd spitz, also ihre Goainus und damit 
die Unke Seite poaitiY; 8,8», SbySc, e,b,c sind kleiner 
als 180*, also ihre Sinns ebenfalls positiv. 

Nach Formel (LLL) ist aber die Wnrzelgrosse gleich 

sin '\r^ mithin 

2 a ß . y sins 

cos^cos^ = 8m-.jg^. (I) 

Ebenso findet man: 



a . ß i/ffl 

cos -TT- sm -7^ = 1/ — 

2 2 ^81 



sins sinsc sinsa 
sin a sin b sin c 



= cos -^ • -: (U) 

2 sine 

a . iff 1 /sin Sa sin 8b sinso 
sm -^ Bin 



i/sinsasi 

f sinasi 



2 2 f sin a sin b sine 

. y sinse 
= sm "ö" • — : . (IIa) 

Hiemach wird: "^ ^'^'^ 

« + /3 a ß . a . ß 

C08 "g- = cos -g-cos "2 sin-g-sin -g- 

. y sin 8 — sin Sc 

= sm - — : . 

2 sine 
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Beachtet man, dass s — So = c, s + 8c = a + b ist, 

so folgt weiter: 

a + b 

« + 



cos 



= sin 



2 sin -TT- cos 
y ** °*" 2 2 

2 * . c c 

2 sm — cos -^ 



oder: 



a + /? , y a + b c 

cos 2 2 sin ^ = cos — k — : cos ^ • 



Genau analog erhält man: 
cos 



«-/?...-. y_„i„Mi^. . « 



(IV) 



2 : sin 4 = sin " i ^ : sin « ' 

. a + /? y a — b c 

sin — s-^ : cos ^ = cos — g — • cos «^j 

sin ^2 • ^^^ 2 ~ **** — 2 — • **^ 2^* 

Dies sind die sogenannten Gauss 'sehen Glei- 
chungen. 

Durch Division der ersten und dritten, zweiten 
und vierten erhält man 



a + ß 



Z_ 



a — b 



tg— g- : cotg ^ = cos -^— : 



cos 



a+b 



tg — ö"^ : cotg 



y . a — b . a+b 
- — : sin — s — : sin 



(V) 



2 • w*6 2 — "'" 2 • "*" 2 ^ 

und durch Division der ersten und zweiten, dritten und 
vierten : 



tg 



a + b . c a — ß cL-{-ß 



2tgör = cos 



:cos 



. a — b . c , a — ß . a + z? 



(VI) 



2 . t-g 2 — ^*" 2 2 

Die Formeln (V) und (VI) sind die Napi er* sieben 
Analogien. Bemerkenswert ist, dass man aus diesen 
Formeln durch TJebergang auf die Nebendi'eiecke /oder 
das Polardreieck keine neuen Eelationen erhält. 
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: § 45. Formeln für s, s«; a^ o^ (>, q^^ r, r«. 

Setzt man in (I) sin c = M sin y, so wird daraus 



cos-Q- cos-Q- cos-— = sm-^ cos-;?-, sms. 



2Mgin-4-co8^ 



oder 



2 '^' 2 

(VII) 

(VII) 

Diese Formel entspricht den Gleichungen (VI) in 
Kapitel lY. Durch TJebergang auf das Polardreieck 
erhält man für M' = 1 ; M: 



CL ß y 

sin s = 2 M cos y cos y cos -|- . 

Ebenso erhält mau aus (II) und (III): 

et /J y 

sin Sa = 2 M cos -g- sin -g- «in -^ . 



— COS (7 = 2 M' . sin -^ sm -^ sm — -, 

Z A *<u 

__ . a b c 

2 M' . sm — cos -Q- COS -^. 



cos (7, 



a 



(VIII) 



1 




F 
Fignr 54. 

^ , Aehnliche Beziehungen entstehen durch Betrachtung 
des Inkreises. Berührt er die Seiten a, b, c in D, E, F, 

so ist 

''•'AB^AF = x, x + y = c, 

I BF:^BD==y, y + z=='a, . 

'■ 0D= C E == z, z + x=^b, 

also x = sa, y = 8b, z = 8c. 



Kap. IX. Weiteres Formelmaterial für das sphär. Dreieck. 121 



-In dem rechtwinkligen Dreieck AOF ist 

tgy = tgrp:8in8», 

also nach (IV), Kap. VII: 

tg = ]/giin^>»i'>Sb8inj; _ k (§ H4, Anm.). (IX) 

f »ins 

Ganz analog wird für die Radien ^a» Qby Qu d^i^ 

Ankreise, die die Inkreise der Nebendreiecke sind: 



tgr (>• = ]/ 



/sin s sin Sb sin s« 



sinSii 



(X) 



Mit (VII) wird noch : 



tg ^ = Sin Sa . tg — = 2 M sm — sin — sin ^ 



tg^a 



tt /^ y 

= 2 M sin -X- cos -^ cos -^.| 



(XI) 




Figar 55. 

Istr der Radius des Umkreises, M sein Gentrum, 

und liegt dies im Innern des Dreiecks, so ist 

<MA.B = <MBA=-f, . i + v = y 

<MBC =<MCB =i, v + S = a 

<MCA = <MAC=^i?, S + i = ß 

also I = (Ta, V = ^?j ? = ^r- 
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Liegt der Mittelpunkt ausserhalb des Dreiecks, so 
erhält man für einen der Winkel |, 17, ^ den entgegen* 
gesetzten Wert, — aa, — o^ oder — ay. 

Fällt man von M das Lot MN auf BO, so ist im 
Dreieck BMN: 

cos<NBM = tg-^:tgr, i h. 

cotg r = cotg -g- • cos (Ta^ 
und nach (X), Kap. VII: 



r = W cQg g. CO8 gp C08 gy ^ 

r —cos (7 

Nach (VIII) dieses Kapitels erhält man noch 

a a b c 

cotgr=cotg-^ . cos Oqj =5 2 M' 008-^ cos — cos -^,1 

a b c \^^ 
cotg Ta = 2 M' cos -^ sin -^ sin -q- J 

r., rb, ro sind die Radien der Umkreise der Neben- 
dreiecke. Man erhält sie, indem man je zwei Seiten 
mit ihren Supplementen vertauscht. 

Die Beziehung zwischen In- und Umkreisen wird erläutert 
durch folgenden Satz, dessen Beweis keine Schwierigkeiten 
bietet : 

Die Polare jedes Punktes des In- oder 
Umkreises berührt den Um- oder Inkreis 
des Polardreiecks und umgekehrt. 

§ 46. Die L'Hnilier'scken Formeln. 

Schreibt man die dritte Gaussische Formel folgender- 

massen: • 1 / , ..n 1 / ,x 

sm-s-(a + /?) cos-ö-(a — b) 



sin Y (180* — y) cos ^ c 
so wird 
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sin "o- (a + i?) — sin "ö- (180* — y) cos-ö- (a — b) — cos-s- c 



sin -g- (a + iff) + sin "ö" (180* — y) cos^ (a — b) + cos-g- c 
und nach § 20, (XVI) und (XVI, j): 

i = tg ^ Sa tg -ö- Sb. 

Nun ist a + /? + y — ISO* = « der sphärische Exzess und 
« + /? — y + 180* = 360* — (2y — e), 
und die letzte Formel geht über in 

^^g X* *ST (^ ^ "" *) "^ *S T ^* *^ T ^^• 
Ebenso wird aus der Gaussischen Gleichung 

cos -H" (a + i^) cos -^ (a -\- b) 

7^ ^ i 

sm-g-y cos-g- c 

abgeleitet : 

tg -J-« . cotg -5-(2 y — «) = tgys tg-g- se. 

Durch Multiplication und Division erhält man aus diesen 
beiden Formeln: 



tgr 4" « = i^*8r 4" s *» T s* *& 4" ^"^ **^ 4" *« 

* \— ^ ^ ^ }(XIV) 

1 l/l 1 1 1 

tgrj(2y— e) = |/cotgrY8cotg— setg±.s»tg— Sb 

Dies sind die L^Huilierschen Gleichungen. Geht man 
zum Polardreieck über, so ist für e 360 — (a + b + c) = d 
zu setzen; 2y — e geht über in a + b — c = 2so; sin 
(270* — a), Sa in (90*— aa). Dadurch erhält man: 
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d 

tg — = 
^ 4 



(XV) 



]/- tg(450 + J)tg(450 - ^)tg(45o - ^)tg(45o - ^) 



^ 4 



(XV) 



]/- cot(45- + I) cot(45o - ^) tg(45--^)tg(45o_^) 

Man kann in diese Formeln sehr viel mehr Symmetrie 
bringen, e ist der sogenannte sphärische £xcess, d der 
sphärische Defekt des Dreiecks. Das an BC anliegende 
Nebendreieck hat den sphärischen Excess 

«a = 180* - /? + 180* — 7 + a — 180» 
= 2a — «, 

nnd den sphärischen Defekt 

d» = - ISO' + b — ISO'^ + c — a + 360« 
= 2 Sa. 
Ferner ist « = 2 or — 180" 

«a = 180"» - 2 a« 
d = 360 — 28. 
Setzt man noch 



^a 



e 



ß _ 



t4 = t,tg4L = t., tgj^ = t., tg^ = 

so erhält man statt der Formeln (XIV), (XV) : 



tc. 



. _ l/ ta tb tc . t = ]/!?L!ß_!l 



(XVI) 



Kap. IX. Weiteres Formelmaterial für das sphär. Dreieck. 1 25 

Diese Formeln können anch zur Berechnung des Drei- 
ecks ans den Seiten oder Winkeln dienen. Denn es ist 



« + «a .«^« d+d 



a 



a= ' "^ ; a = 180» — 



§ 47. Logarithmische Rechnung zum Auflösen 

der Dreiecke. 

In § 38 konnten nur zur Berechnung des Dreiecks 
aus 3 Seiten oder 3 Winkeln durchgehende logarith- 
mische Rechnungen angegeben werden. Die Gauss'schen 
Formeln und Napier^schen Analogien gestatten, auch 
die Fälle 3 bis 6 logarithmisch zu erledigen. 

Dritter Fall: Gegeben a, b, y. 

Nach (Y) dieses Kapitels erhält man — ^-^ und 

— ^ — , daraus a, /?. c findet man nach dem Sinussatz 

oder nach irgend einer der Gauss^schen Formeln oder 
nach (VI) dieses Kapitels. 

Vierter Fall: Gegeben a^ ß, c. 

a — b a -|- b 
Man erhält — ^ — , — - — nach (VI) dieses Kapitels 

danach / aus dem Sinussatz, den Gauss' sehen Formeln 
oder (V) dieses Kapitels. 

Fünfter Fall: Gegeben a, b, a. 

Man findet ß nach der ausführlichen Anleitung in 
§ 38. c ergiebt sich aus einer der Analogien (VI), 
y aus einer der beiden anderen oder unter Verwendung 
von c aus dem Sinussatz oder einer Gauss'schen Formel. 

Sechster Fall. Gegeben a^ ßy &, 

Nachdem b bestimmt ist, verfahrt man genau wie 
im fünften Fall. 



Dritter Teil. 

Berechnung nnd algebraische Anwendung 
der trigonometrischen Funktionen. 



Zehntes Kapitel. 

Elementare Berechnung der trlgonometrlsehen 

Funktionen. 

§ 48. Die regulären Polygone. 
Im regulären n-Eck ist der einer Seite gegenüber- 

QgQO 

liegende Winkel . Fallt man auf eine Seite AB 

des n-Ecks das Lot OF vom Mittelpunkt aus, so ist 



< AOP = 



1 360** 180*» 



180*» AP 1 Sn 



= und sin = 7=;r-r = 



2 n n n OA 2 r 

wenn sn die Seite des dem Kreise vom Radius r ein- 
beschriebenen regulären n-Ecks ist. 




Figur 66. 
1. Im Sechseck ist B^=ry also 

sin 30*» =-i- = 0,50000. 
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Nach der Formel cos' o -h sin' o = 1 ergiebt sich 
co8 30* = ^ = 0,86603. 




Fignr 67. 

Hieraus erhält man nach § 20 die Funktionen 
von 15^ und aus den Additionstheoremen die aller Viel- 
fachen von 15^. 

2. Im regulären Zehneck ist < AOB = 36^ 
folgHch < OBA = < AB = 72^ Halbiert man < OBA 
und verlängert die Winkelhalbierende bis zum Schnitt 
mit OA in Q, so sind die Breiecke OBQ und BQA 
gleichschenklig. Es wird nämlich 




und 
also 



s 



Fignr 68. 
<QAB = <AQB = 72* 
<OBQ=<BOQ = 36^ 
= AB=BQ=.QP. 



10 
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Da JABQCN^BOA, wird 

AB BO 8,, r 

=^WT^ d.h. - 



AQ BA'---r-8,, 8,, 
oder Sj^' + rs,^ + r* = 0, 



8 ^ + ]ß^ 



Da nur das obere Wurzelzeichen brauchbar ist, 

hat man 

8,0 _/5— 1 



und sin 1 8^ = ^— ^ = 0,30902. 



4 

Hieraus erhält man cos 18^; nach dem Additions- 
theorem femer die Funktionen von 18* — 15' = 3** und 
aller Vielfachen von 3°. Sie sind am Schlüsse des 
Baches in einer Tabelle zusammengestellt. 

Die Funktionen von !• und seiner Vielfachen, die nicht 
durch 3 teilbar sind, lassen sich nicht durch rationale Zahlen 
und Quadratwurzeln aus solchen darstellen. Dagegen kann 
man die Seite des Siebzehnecks durch quadratische Glei- 

chungen finden. Für cos ,„ ergiebt sich folgender Aus- 
druck : 

— (yiT_l) + -J_y2.i7-2ri7 

— i-^17 + 3Vl7— V2.17 — 2}/~17-2y2.17 + 2Vl7 
(O a n s 8 , Disq. ar., 865.) 

§ 49. Funktionen sehr kleiner Winkel. 

1. Wenn man die Funktionen von 1^ auch nicht 
durch quadratische Gleichungen finden kann, so kann man 
sie doch näherungsweise mit jederbeliebigen 
Genauigkeit berechnen. Aus dem Sinus und Co« 
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30 g« go 

sinus von 3** erhält man nach § 20 die von -^, -7-, -^ 

Ä 4: O 

u. s. w. Betrachten wir jetzt die B^eihe: 

3 ^+±^^+l_+,„ 



2 4 ' 8 16 • 32 

Sie ist eine geometrische Reihe mit dem Anfangs- 

3 1 

gUed-^-und dem Quotienten — -^. Die Summe ihrer 

m ersten Glieder ist nach der aus der Algehra be- 
kannten Formel 

Ist m eine gerade Zahl, so ist ( — ^- 1 positiv, 

also die Summe kleiner als 1; ist m ungerade, so ist 
sie grösser als 1. Mit wachsendem m nähert sie sich 
der 1 beliebig. 

Da wir die Funktionen von — -, —r- u. s. w. be- 

2 4 

/ 1 \m 
rechnen können, können wir auch die von 1 — I jr\ 

für beliebiges m berechnen. Mit wachsendem m werden 
sich die ersten Decimalstellen nicht mehr ändern; die 
Aenderung wird sich immer später und später bemerk- 
bar machen, so dass wir die Funktionen von 1® auf 
beliebig viele Decimalen ermitteln können. Wir er- 
halten z. B. 

sin Fl — ^— i^j'1 = 0,01744445 . . . 

sin Fl — (- y) I =" ^f^^^^^^^^ • • • 
Hessenberg, Ebene und sphärische Trigonometrie« 9 
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80 daBs sinl^ sicher mit 0,0 L 74 beginnt. Durch Inter- 
polation zwischen beiden Grenzen erhält man: 

Zuwachs anf (l-)" + (|-)" = 3 • (4")'' 

1193 Einheiten der letzten Stelle, 

also auf l-A 398 „ « « » : 

0,01745638 
— 398 



sin 1^ = 0,01745240. 

Dies Resultat ist auf 7 Stellen genau. 

2. Ein einfacheres Verfahren kann man für sehr 
kleine Winkel anwenden, bei denen der Sinus näherungs- 
weise mit dem Arcus übereinstimmt. Es ist für solche 

sin a < arc a. 

a a 

Demnach auch sin— < arc -^ 









< 


1 

2 arc a 


cos a — 1 


— 2sin- 


*a (arca)' 
2 -^^ 2 


Sodann ist 


tga 


> 


arc«; 


, also 




sina 


> 


cosa. 


. arca 

(arca)* 



Es ist z. B. arc l*» = -^ = 0,0174533 . . . 

(arclY 

^ ^ ^ = 0,0000026583 . . . , 

albo liegt sinl*^ zwischen 0,017453 . . . und 0,017450 . . . 
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Ferner ist arc 1' = 0,00029089. 

(arc 1')* 
— - — beginnt mit 11 Nullen; also ist vorstehen- 

der Wert in allen Stellen mit sinl' übereinstimmend. 
3. Von den Funktionen sehr kleiner Winkel aus 
kann man diejenigen grösserer Winkel mittelst der 
Additionstheoreme berechnen, z. B. aus den von 3 zu 3*^ 
berechneten mit Hilfe des Sinus und Cosinus von 1^ 
die Funktionen aller Vielfachen von 1^. Praktische 
Bedeutung hat diese Methode nicht mehr. Die höhere 
Mathematik giebt uns in den Reihenentwicklungen Hilfs- 
mittel zur sofortigen Berechnung der Logarithmen der 
trigonometrischen Funktionen und der Funktionen selbst, 
die von hervorragender Einfachheit sind. 



Elftes Kapitel. 

Der MoiTr«'8che Satz. 

§ 50. Begriff des Yektors. 

Es kommt in der Geometrie und Physik häufig vor, 
dass man ausser der Länge einer Strecke auch ihre 
Richtung in Betracht ziehen muss. Man hat für den 
Inbegriff einer Strecke und ihrer Richtung die Be- 
zeichnung „Vektor^ eingeführt. Zur Angabe eines 
Vektors gehören also mehrere Grössen. Erstens seine 
Länge. Diese ist immer eine absolute (positive) Zahl. 
Zweitens die nötigen Bestimmungsstücke für seine 
Richtung. 

Die beiden Enden des Vektors müssen als An- 
fangs- und E n d p u n k t unterschieden werden. Die 
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KichtuDg des Vektors ist die vom Anfangs- zum End- 
punkt. Ein und dieselbe Strecke kann zwei verschiedene 
Vektoren darstellen, die gleich lang und einander ent- 
gegengesetzt gerichtet sind. Man nennt solche Vektoren 
„entgegengesetzt gleich". Wenn eine Strecke 
die Länge Null hat, ist ihre Richtung unbestimmt. Man 
bezeichnet daher alle Vektoren von der Länge Nall 
schlechthin mit 0. 

Im folgenden beschränken wir uns auf 
Vektoren, die in einer Ebene liegen. Zu ihrer 
Bestimmung denken wir uns einen ganz beliebigen 
herausgegriffen und als „Einheitsvektor^ oder 




Figur 59. 

„Einheit" schlechthin bezeichnet. Seine Länge wählen 
wir als Masseinheit, seine Richtung als Nullrichtung. 
Irgend ein anderer Vektor hat dann die Länge r und 
bildet mit dem Einheitsvektor den Winkel g>^ den wir 
entgegengesetzt dem Sinne des Uhrzeigers messen. Diesen 
Vektor bezeichnen wir mit r^, den Einheitsvektor also 
mit 1^. 

Man nennt zwei Vektoren gLeich, wenn sie in 
Länge und Richtung übereinstimmen. Soll r^ gleich 
s . sein, so muss also 

r = s, (p = iff + k. 360* 
sein, wobei k eine beliebige ganze Zahl^ positiv oder 
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negativ , ist. An Stelle beider Gleichungen 
schreiben wir abkürzungsweise 

Eine Verwechslung mit dem Gleichheitsbegriff der 
Zahlen ist dadurch ausgeschlossen^ dass r^ und s^ keine 
Zahlen sind. 

Man kann einen Vektor auch mit einem einzelnen 

Buchstaben, U; v, w, z, bezeichnen, und muss sich nur 

gegenwärtig halten, dass dieser Buchstabe nicht eine 

Zahl, vielmehr das Aggregat zweier Zahlen, r und q>j 

bedeutet. 

§ 51* Addition von Tektoren* 

Es seien jetzt AB und BC zwei beliebige Vektoren, 

u und V. Der zweite ist mit seinem Anfangspunkt an 

den Endpunkt des ersten angesetzt. Dann nennt man 

^ C 
^1 " " 




A 

Fignr 60. 

den Vektor mit dem Anfangspunkt A und dem End- 
punkt die Summe der beiden anderen und bezeichnet 
ihn mit u -|- T* Eine Verwechslung mit dem gewöhn- 
lichen Summenbegriff der Zahlen ist ausgeschlossen, da 
ja u und y keine Zahlen sind. 

Ist AB^ gleich und parallel BC, so ist B'C gleich 
und parallel AB; daher ist AB^ wieder v und B'C u. 
Bei dieser Lage der Vektoren ist AC gleich v + u; 
man darf also die Summanden vertauschen. 










rfeift 



ist 



loroft ui 
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Ferner ist u + ^ u, was auch ohne weiteres anschau- 
lich ist. Den u entgegengesetzten gleichen Vektor 
wollen wir mit — u bezeichnen. Soll nun ein Vektor x 
die Bedingung u + x = w 

erfüllen, so addiere man zu w noch — u. Es wird 
w4-(— u) = uH-(— u)4-x = + x = x. 
Für wH-( — u) schreibt man einfacher w — u und 
bezeichnet auch w — u als die Differenz von w und u. 

§ 52. Multiplikation von Tektoren. 
Dreht man einen beliebigen Vektor r ' um einen 
Winkel t^ und vergrösaert bezw. verkleinert r im Mass- 




Figur 62 
Stabe s : 1, so entsteht ein neuer Vektor von der Länge 
rs und dem Richtungswinkel <p-{-tff, den man das 
Produkt von r^, mit s^ nennt und mit 

bezeichnet. Da 

rg> . Si^i =(r8)y^t^ (I) 

wird, ist r<p . s^ = s^ . r^^ 

man darf also in diesem Produkt die Faktoren 
vertauschen. Als Produkt von beliebig vielen Vek- 
toren r-, 8^, *y • • • bezeichnet mau den Vektor 

Die drei Vektoren u=sAB, v = BC und u-j-v 
= AC bilden oin Dreieck ABC. Dreht man dies um 
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einen Winkel V ^^^^ vergrössert es im Massstab s^ so 
dreht man jede Seite um diesen Winkel und vergrössert 
sie im selben Massstab. Daher sind die Seiten des 
neuen Dreiecks A'B'C 

Die dritte ist aber nach wie vor die Summe der 
beiden anderen, d. h. es ist 

(U + y) »t^ =n 8^ + YS^, (II) 

Die Multiplikation und Addition von 
Vektoren befolgen also dieselben Gesetze, 
wie die der gemeinen Zahlen. Sie gehen auch 
in die Operationen des gewöhnlichen Bechnens über, 
wenn man die Vektoren der Kichtungen und 180® be- 
trachtet. Es ist 

ro + So = (r+s)o 

^0 • So = (^ 8)o, 

und da r^go ~ — ^o ^^*> treten die Vektoren der Rich- 
tung 180® an Stelle der negativen Zahlen. Wir wollen 
daher den Index im allgemeinen fortlassen 
und entsprechend für r^^^ — r schreiben. 

Die Vektoren in einer Ebene erweisen sich hiermit 
als Verallgemeinerung der gewöhnlichen 
Zahlen. Man nennt sie daher auch imaginäre oder 
besser komplexe Zahlen, wiewohl sie, streng ge- 
nommen, Aggregate von zwei Zahlen sind und zu ihrer 
Bestimmung die Angabe von zwei Zahlen erforderlich 
isti Unter imaginären Zahlen sollten eigentlich nur die 
Vektoren der Richtung + 90® verstanden werden. 
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§ 53. Zerlegung der komplexen Zahl in reellen 

und imaginären Teil. 

Zieht man darch den Anfangspunkt A eines Vek- 
tors u eine Parallele zur Nollrichtung und fällt vom 
Endpunkt B das Lot BC darauf, so entstehen die Vek- 
toren AC = | und GB = fjy so dass 

u = | + iy. 




A<^ 



Figur 68. 
I hat die Bichtung oder 180°, 17 die Richtung 

+ 90®. Es ist also | eine positive oder negative Zahl x, 
17 ein positives oder negatives Vielfaches von 1,^, 
17 = y . l^Q, X und y nennt man die Komponenten 
von u. Den Vektor l^Q bezeichnet man durch- 
weg mit i und nennt ihn die „imaginäre Ein- 
heit*^, im Gegensatz zu der „reellenEinheit**, 
1q. Es lassensich also alle komplexen Zahlen 
in der Form n = x + iy 

darstellen, und dieser Thatsache verdanken 
sie den Namen „komplex". 

Aus der Länge r und dem Bichtungswinkel tp eines 
Vektors findet man seine Komponenten durch die Glei- 
chungen y = rcos979 x = r8in9>. (III) 

Wenn zwei Vektoren gleich sind, stimmen sie in r 
vollständig, in y bis auf Vielfache von 360' überein; 
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cos(p und sin^) haben d^iher dieselben Werte, mithin 

auch X und y. Die Yektorengleichung 

x4-yi = a + bi 

ist also gleichbedeutend mit den beiden gewöhnlichen 

Zahlengleichun gen 

X = a, y = b. 

Aus (XIII) ergiebt sich: 

ry = x + iy = r (cos qp + i siu qp). (IV) 

cos ^ 4" i sin 9^ nennt man den Hiebt ungsfakto r 
der komplexen Orösse, r ihren absoluten Betrag. 
Es ist nach dem Pythagoras: 

r = + V^^T^ (V) 

§ 54* Snmmation der Sinus und Cosinus einer arith- 
metischen Reihe yon Winkeln. 

Ein Kreisbogen vom Radius R und Mittelpunkt O 
sei in n-gleiche Teile A^ A^, Aj A,, A, A,, . . . An— i An 
geteilt. Der Winkel A,,0 A, = A^ A, etc. sei gleich a. 
Die Sehnen A^A^, A^ A, . . . u. s. f. haben die Lange 

r = 2R8in-^; bildet die erste mit einer beliebigen 

Nullrichtung den Winkel q>, so bildet die nächste mit 
derselben Richtung den Winkel g>-{- a, die dritte den 
Winkel y + 2 a, die letzte q>-{-(n — 1) a. Die einzelnen 
Sehnen, als Vektoren aufgefasst, sind also mit 

r^pj ry_|.o^ r^ ^2a • • • ^q>-{.{n — i)a 
zu bezeichnen. 

Ihre Vektorensumme ist der Vektor A,, An. Seine 

Länge ist, da er dem Centriwinkel na gegenüberliegt, 

n ce 
s = 2 R sin — ^. Mit A^ A^ bildet er den Winkel 

AjAqAh, dör als Peripheriewinkel über dem Bogen 



Kap. XI. Der Moivre'sche Satz. 



139 



A,An gleich 



n 



2 



a ist, mit der Nollrichtung also den 



AVinkel — -: — o + y. Mithin ist: 




Fi^r 64. 

— _ — 04.91 

oder . « / \ 

2 R sin "2" \ l^) H~ ly 4- a + • • • ly -f (n — l) a r 

n a 
= 2R8in-7r- . In-i^ , ^. 

2 -^—« + 9 

Setzt man für 1^ cos ^ -|- i sin t^, hebt 2 B fort und 
vergleicht Reelles mit Reellem, Imaginäres mit Imagi- 
närem, so folgt: 

cos y+C08 (9+a) + cos (9>+2 a) + . . . cos (y + (J^— 1) «)^ 

na 

/ . n — 1 

9+ -9 



sin 



sin 



2 

— .cos 

a \' 



•) 



(VI) 
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sin 9> + sin (y+a) + sin (qp+2 a) + . . . sin (y + (n —1) a) 

na 



sin 



2 



. a 
sin-ö- 



• sin 



(^+"4"") 



(VII) 



§ 55. Der Moiyre'sclie Satz. Funktionen der Tiel- 

fachen eines Winkels. 

Wendet man Formel (IV) auf (I) an, so folgt, in. 
dem sich rs weghebt: 

(cos 9> + i sin tp) (cos ^ + i sin v^) = cos {(p + ^) ■ ,^„ .. 

+ isin((^ + V^). ^'""'^ 

Man kann diese hochwichtige Formel als die 
„Moivre*sche Form des Additionstheorems'* 
bezeichnen. (Der eigentliche „Moivre^sche Satz** wird 
sogleich abzuleiten sein.) Entwickelt man nämlich die 
linke Seite von (YIII) und beachtet, dass 

ist, so erhält man das Additionstheorem, indem man 
die reellen Teile beider Seiten der Oleichung und ebenso 
die imaginären für sich gleichsetzt. Die Moivre'sche 
Formel ist eines der besten Hilfsmittel, um die Additions- 
theoreme auswendig zu lernen! 

Indem man V niit — ^ vertauscht, erhält man noch 
(cos y + i sin tp) (cos V — i sin V') = cos (qp — V) /jy\ 

+i8in(y — fp) 
und wenn man auch — fp für q> setzt: 

(cos fp — i sin (p) (cos ^ — i sin V') = cos (y + V) .y\ 

— i sin (qp + ip). 

Für 9 = V' wird aus (IX) : 

(cos 9> + i sin qp) (cos y — i8inqp) = l. (XI) 
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Offenbar ist für beliebig viele Winkel a, /?, y . . . 
(cos a +i sin a) (cos ß-^i sin ß) (cos 7 + i sin y) . , . 

= cos(a + iJ + yH ) + i8in(a + ^ + y+...) 

Setzt man o ^ jff = y = . . . , so wird daraas 

(cos a + i sin ß)^ = cos m a -|- i sin m a* (XII) 

Dies ist der eigentliche „Moivre'sclie Satz". Er 
zerfällt in zwei Sätze über reelle Grössen, wenn man 
die linke Seite nach dem binomischen Lehrsatz ent- 
wickelt. Dabei treten die Potenzen von i auf: 
i = i, i' = -l, i« = iM = -i, i* = (-i).(_i)=l, 

i5 = i*.i = i, i« = — 1, i' = — i, i« = l 
u. s. w. Vergleicht man, nachdem diese Werte eingesetzt 
sind, E^eelles mit E^eellem, Imaginäres mit Imaginärem, 
80 erhält man: 

COS m a = cos a — ( « ) cos a sin a 



+(?) 



m-4 . 4 

cos a sin a r • - • 



(XIII) 



sinma = (^1cos asina — («Icos asin a 

+ (?) cos a sin a 1- . . . 

Beide Formeln lassen sich noch umformen, indem 
man cos^^a als Faktor vor die rechte Seite setzt: 

cos m a = cos™ a 



8inma=co8™ 






(XIV) 



Durch (Xm) und (XIY) hat man die Funktionen 
der Vielfachen eines Winkels durch die Potenzen 
der Funktionen d€s einfachen Winkels ausgedrückt. 
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Man kann auch umgekehrt jede Potenz eines Cosinus 
oder Sinus durch die Funktionen der Vielfachen seines 
Winkels ausdrücken. Setzen wir zur Abkürzung vorüber- 
gehend 

cos a -f- i sin a = I, also nach (XI) 

1 
cos a — 1 sm a = y, 

so wird 

2 cos a = I + T» 

mm/ l\ni 
also 2 cos a = l|+y) 

=i"'+(T)r"+©f"'"*+-{T)r^'"-Vr"'. 

Es ist aber i^ = cos Äa-^-isinAa 
1^-^ = cos Äa — i sin >1 ce. 

Setzt man diese Werte wieder ein, so hebt sich natur- 

gemäss alles Imaginäre weg und man hat cos°^ a als Funktion 
der Vielfachen von a bis ma einschliesslich. 
Ebenso wird 

2isina = ^ — y 

Wird i^ wieder nach dem Moivre' sehen Satz aua- 
gedrückt, so hebt sich, je nachdem m gerade oder un- 
gerade ist, alles Imaginäre oder alles Keelle fort und 
man erhält sin^a durch die Cosinus oder Sinus der 
Vielfachen von a bis ma ausgedrückt. 
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Zwölftes KapiteL 

Unendliche Reihen nnd Produkte zur Darstellung 
der trigonometrischen Funktionen. 

§56. 

Im folgenden sind die Winkel nicht mehr nach 
Graden, sondern im „natürlichenWinkelmass**, 
d. h. durch den Arcus gemessen gedacht. Ein rechter 



n 



Winkel wird mit -^ , ein gestreckter mit n bezeichnet. 

Der Winkel a° hat das Bogenmass ^^77«. a* = x. Unter 

dieser Voraussetzung gelten die zwei bemerkenswerten 
Rtrihenentwicklungen, die für jedes z konvergieren: 

eosx=-l-~ + -jy--^ + -|j^- + ... (I) 
X x" X* x"' X* 

«»""=1-37+57— 7T+9I-+- w 

Darin bezeichnet n! das Produkt der n ersten 

ganzen Zahlen 

1.2.3... n = n! (spr. n-Fakultät). 

Auf eine Herleitung dieser Formeln muss verzichtet 
werden. 

Umgekehrt kann man auch den Bogen durch den 

Sinus oder die Tangente ausdrücken. Es ist: 

1 sin'x 1.3sin*x l.S.ösin^x , _ 

x = sinxH 1 +... (III) 

^23 ^2.4 5 ^2.4.6 7 ^ ^ ^ 

= tgx-^tg»x + ytg^x-^tg'x+- (IV) 

Die erste Reihe konvergiert für jeden Wert des 

S inuB, d.h. für 

— I<8inx<+1, 
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und liefert den zwischen + 90* und — 90* gelegenen 
Bogen, d. h. ^ n 

Die zweite konvergiert für 

— I<tgx< + 1 
und liefert ^ ^ 

Indem man für sin x die "Werte 1, ^^, -^ einsetzt, 

7t 71 7t 

erhält man Beihen für — -, -r- und -tt» ebenso indem 

2 4 6 * 

man tgx = l setzt^ die berühmte Leibnitz'sche Reihe: 

^ =i'+^-U-).-^^-.., (V) 



4 3 ' 5 7 ' 9 11 

die aber für praktische Zwecke zu langsam konvergiert. 

Andere interessante Entwicklungen sind noch: 
smx-..{l-^J|l-^iji}|l-^iji}... (TI) 

- {'-^i{'-^J{>-i^}-<™' 



cosx 

7t 



worin zur Abkürzung -^ = o gesetzt ist. Ferner : 
cot X = (VIII) 

+ 1— +-M+l-4-+r4r-l+!-4-+rVl + • • • 

\ — 7t ;r + xJ l — ZTt 2;r+xl v — ött 3;r + x) 

Die Entwicklung von tg und cot nach Potenzen 
von X und die damit im engsten Zusammenhang stehende 
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von log sin X kann hier nicht angegeben werden. Das 
Vorstehende soll nur dazu dienen, den Leser zur Be- 
schäftigung mit den Methoden der höheren Mathematik, 
speciell der Integral- und Differentialrechnung^ anzuregen. 



Dreizehntes Kapitel. 

Die Methode der Hilfewinkel. 

§ 57. Beispiele. 

Es ist vielfach bei Rechnungen, die nicht durch- 
gehend logarithmisch geführt werden können, von Vor- 
teil, durch Einführung von Hilfswinkeln die trigono- 
metrische statt der logarithmischen Tafel zu 
benutzen. Dies wird an einer Reihe von Beispielen 
klar werden. 

1. Gegeben loga, logb, gesucht log(a-|-b). 

Auflösung : a und b sind positive Zahlen. Man hat 



a+b = a(l + ^j. 



Setzt man — = tg * q>, so wird 1 H = s — » 

a ^ ^' a oos qp 

a 1 

a+b= , , mithin log tg9>= -^ (logb— loga), 

cos flp jS 

log (a + b) = log a — 2 log cos qp. 
Würde man zu log a^ log b die Numeri aufschlagen, 
diese addieren und wieder den Logarithmus nehmen^ 
so hätte man die Tafel dreimal zu benutzen. Bei der 
trigonometrischen Methode geschieht dies nur zweimal. 
Wenn man es versteht, zu dem Logarithmus einer 
Funktion den einer anderen Funktion desselben Winkels 
sofort aufzuschlagen, ohne erst den Winkel nachzusehen, 
Hessenberg, Ebene und sphärische Trigonometrie. 10 
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so benutzt man die Tafel sogar nur einmal. Manche 
Tafeln enthalten daher besondere Täfelchen zum Inter- 
polieren zwischen log sin, log cos und log tg. 

2. Gegeben log a, log b, a > b. Gesucht log (a — b) 
Auflösung: Setze 

— = sin qp, ,d. h. log sin qp = -^ log b — log a, 
a J4 

so wird a — b = a cos* qp, log (a — b) = 2 log cos 9? + log a, 

3. Andere Auflösung von 1 und 2: b sei auch 
in 1 die kleinere Zahl. Man setze 

b 

— = cos 2 9>, d. h. log cos 2 9> = log b — log a. 

a 

Es wird: 
a-|-b = 2acos'g>, log(aH-b)=log2 + loga-(-2logcosg) 
a — b = 2asin'y, log(a — b)=log 2-f-loga-|-2log sin ^. 

4. Zu berechnen x = a sin a -f- b cos «. 

Man setze a = r cos ^ , b = r sin qp, so wird 

asin(y + a) b 

x = rsm(y + a) = — ^^^^ ; tgy = --. 

5. Zu berechnen x = =- • 

a — b 

b 
Man setze — = tg 9?, log tg «> = log b — log a. 

Es wird, da tg 45" = 1 

tg(45o + 9,) = -^--^_^^-^ 



= r =x. 



6. x = ya*+b«. 

Setze a = xcosqp, b = x sin^). Es wird 

b 
*^^^V logtg9> = ^^g^— ^^g»» 

a 

X = , log X = log a — log cos 9>. 

00s flp 
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7. x = ya* — b*, a>b. 

Setze — = cos <py log cos y = log b — log a. Es wird 
a 

X = a sin y, log x = log a -\- log sin q>, 

8. X = 1/ , , a > b. Setze, wie in 3, — =cos2^. 

Es wird x = + tg(p, log (+ x) = log tg y. 

9. c = ya* + b' — 2abcos7 (§ 10, zweiter Fall) 
c2 = (a + b/ — 2ab(l + cosr) 

= (a + b)* — 4abcos«-^. 

4 ab cos' -^ 

Setze — > — — TTi — = sin' qp, 

(a + b)« 

log8in^ = log2 + -^loga+— logb 

y 

+ log coB — — log (a + b). 
Es wird ^ 

c = (a -|- b) cos (jp , log c = log (a -|- b) -)- log cos (p, 

10. c = bcosa+Va' — b'sin'a (§ 10, dritter Fall). 

Setze = sin w, so wird 

a 

c = b cos a + a cos (p. 

Da nach der Definition von y 

b a 



sinqp sma 
Ist, setze man diese Grösse gleich d. Es wird: 

c == d sin (g? + ")• 
11. Die Logarithmierung von im § 26 (erste 

und zweite Hauptlage) geschieht nach 5, die von 
co8>? + 2t (dritte Hauptlage) nach 1 bis 3. Ist in 
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cos fi = cos X-{-2i 

t 
X stumpf, so kann man auch r- = cos* (p setzen. 

~^ cos At 

Dadurch wird 

cos f» ^ — cos X (2 cos* (p — 1) ^ — cos X cos 2 y. 

Ist in 

coSii = cos^ — 2 t 

t 
^ spitz, so setze man = sin* (p ; es wird ebenso 

cos I4f 

cos X ^ cos ^ cos 2 (p. 

12« co8c=co8acosb-f sinasinbcosy (§38, dritter Fall). 

Verfährt man nach 1, so hat man, falls y spitz: 

tg a tg b cos 7^=ig^(p 

cos a cos b 

cos c = ö 

cos^ 

zu setzen. Man kann aber auch so verfahren: 

/cotgacosb . ,\ 

cos c = sin a cos y 1 4- sin b 1 

' \ cosy ' / 

cotga 

= COtff m 

cos y ° ^ 

sin a cos y . cos (q> — b) cos a cos (op — b) 

cos c = — = . 

sin tp cos fp 

13« cos y = — cos ß cos a + siu a sin ß cos c (§ 38, vierter 
Fall). 

Nach 1 ist die Berechnung verschieden je nach den 
Vorzeichen der Cosinus. Setzt man wieder 



cos 
cota 



/ coto , . \ 

y = sm a cos c I , cos /? -|- sin /? 1 

\ cos c / 



= tgy 



cosc 

sin a cos c sin (ß — m) cos a sin {ß - <p) 

cos y = ^ = ; . 

^ cos^ sm^ 
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14« / aus der Gleichung 

a sin y + b cos y = c 
zu berechnen. Verfahrt man nach 4, so wird 

rsin(qp + a) = c, ig(p = — 

CC0S9> 

sm(qp + a)= — -— . 

et 

Hieraus ergiebt sich <p-\-y und y, daraus y. 
In 6, 7, 10, 12, 13 besitzt der Hilfswinkel y eine 
einfache geometrische Bedeutung. 

§ 58. Trigronometrische Aaflösungr der Oleichangr 

zweiten Grades« 

Die beiden "Wurzeln Xj, x, der Gleichung 

x' — 2ax + b=-0 
genügen den Bedingungen 

Xj + X, = 2 a, Xj . Xj = b« 
1« Ist b positiv, so setze man, um die zweite 
identisch zu befriedigen : 

Xi = }/b tgr y, Xj = }/ b cot <p. (I) 

Es wird dann aus der ersten Gleichung: 

2a 
tg9> + cot5P=— Y« 

Die linke Seite ist 

sin <p cos y sin* qp -|- cos* q> 1 2 

cos 9 sin9> Bm(pcos(p singpcos^ sin 2^ 

Man erhält also zur Bestimmung von q> die Gleichung 

8in2<p = i^. (II) 

a 

Infolge dieser Beziehung ist auch 

Xj=2asin*g?, x, = 2acos*g?, (Ifl) 

woraus unmittelbar ersichtlich ist, dass x^ + x, = 2 a wird. 
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2. Ist b negativ, so setze man 

Xi = V— b • tgr 9, X, = — V— b cot gp. (IV) 

Es wird: 

Xj+x, = — 2V— b cot29P, 

1^29, = -!^. (V) 

Das Vorzeichen von ^ — b wählt man am besten 

dem von a entgegengesetzt, damit ig2(p positiv, 2fp 

spitz wird. Infolge der Gleichung (V) wird auch 

sin* Qp , _ cos* CD 

Xi=— 2a ^» x, = +2a ^r^. VI 

* cos2qp ■ cos2 9> 

woraus man erkennt, dass x^+x, = 2a ist, 

3« Ist in (11) l^b > a , so gehört zu sin 2 ^ kein 

reeller Winkel. In diesem Fall sind die Wurzeln imaginär* 

Man setze: 

Xj = r (cos 9p + i siJ* ?>)j X« = r (cos 9> — i sin tp).\ 

Dann ist r = Vbj C08^ = — • y 

§ 59. Trigronometrische Auflösung der Gleichung 

dritten Grades« 

Setzt man in der reduzierten Gleichung dritten 

Grades 

x» = 3px + 2q (VIIJ) 

X = y + z, so geht sie über in 

y» + 3y*z + 3yz« + z» = 3p(y + z) + 2q, 

oder 3yz(y + z) + y' + z' = 3p(y + z) + 2q. 

Man kann ihr genügen, indem man 

^ yz = P, y' + z'-2q (IX) 

setzt. Die dritten Potenzen von y und z, 

iii = y'> 11. = z» 

genügen den Bedingungen 
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and sind daher die Wurzeln der quadratischen Gleichung 

u" — 2qn + p' = 0, (X) 

die man die quadratische „Resolvente'' der Gleichung 
(VIII) nennt. 

Die Wurzeln u^ u, der Hesolvente findet man nach 
der Anleitung des vorigen Paragraphen. Sie sind reell, 
wenn q'^p'. Alsdann giebt es für y und z je einen 
reellen Wert, der leicht zu berechnen ist, da man die 
Logarithmen von u^ und u, kennt. Femer kann noch 
/ 360« , . . 360'\ / 1 , .ySA 

/ 2.360'^ , . . 2.360^ / 1 .^\ 

y, = y(cos-^— + isin— ^-j = y.^-^-i^j 

sein. Die zugehörigen Werte von z sind 

weil jj Zj = y, Zj = y z = p reell sein muss. 

Ist dagegen q' •< p', so sind u^ und u, imaginär, 
Uj =r(cos9) + isinqp), u,^r(co85P — isingp), 
worin nach (VII): 

r = + VpS C08 9P = :j7^ ist. (XI) 

Somit wird 

y = y'r . (cos-^ + isin— j, z = }/r.(cos— — isin-|-j 

x = y + z = 2J^r . coB -^ = 2fp » cos-^. 

Für -Q- kann es aber im ganzen drei wesentlich 
verschiedene Werte geben^ nämlich 



Xi»5 AcweunimE ö*^ "^■•r-"»ii:»nipm>riH^ FxLMrtioufTi. 



!V^ 









= 2^|i«*tr-, = — 2^1» 



■s^^i&lt: 



JBT 



0- 

^ = 2l|ioiif tTy^— 2l|io» M' — =^ 



xir) 



5*?iÄLli»r*^ werdroi. w^nzi q poshdr ist. Ist q negaiiv, 

«. ist |P «t;=n:£. 



r = 



ip' 



\XIII) 



Di<^ser FaJL in dem die Wurzeln der qnmdntiachen 
B^r^ylreute 'imaginär Eind, ist bek^omt aJs «Casus 
irredueibili»*. 

g it. Beispiele n § 58 u4 

p = 3, q = 14- 

Be%oWeBiei n* — 28 + 27 
»=14, b = 27. 



= 
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^log27 = 0.7156819 

log 14 = 1.1461280 

log sin 2 5P = 9.5695539 — 10 
2(p = 2r 47' 12",45 
y = 10" 53' 36",22 
log ig<p = 9,2843181 — 10 

-2-log27 = 0.7156819 

logUj = 0.0000000 (u, = 1) 
logu, = 1.4313638 K = 27) 

-^ log Uj = 0.0000000, y = 1 

-1. log u, =0.4771213, z = 3 
Xi=4, x,mx, = -2 + i}/3: 

2. x» = — 7,398636 x + 14, 

p = — 2,466212, q=7. 

Eesolvente : u* — 14 u + p' = 
a = 7, b = — (2,466212)». 

i-log(-b) = |-bg(-p) = 0.5880456 

log a = 0.8450980 



J og ( g 2 <p = 9.7429476 — 10 
2q> = 28^ 57' 18",1 
(p = 14' 28' 39",05 
logtg 9 = 9.4119544 — 10 
log (—u,) = 0.0000000 (Uj= — 1) 
log(+u,) = 1.1760912 (u, = + 15) 
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— log (— uj = 0.0000000,y=- 1,000000 

Y log u, = 0.3920304, z =+ 2,466212 
Xj = 1,466212 

Xjs u. X, = 0,733106 ± i ^W. 1,733106. 

3. X» = 21 X + 20, 

p = 7, q = 10. 
Eesolvente : u* — 20 u + 343 = 
a = 10, b = 343. 
log a= 1.0000000 

Ylogb = 1,2676740 

log G08(p = 9,7323530 — 10 
y = 57» 19' 11",31 

-|-=19' 6' 23",77 

log cos 19*^ 6' 23",77 = 9,9753910 — 10 
log cos 40** 53' 36",23 = 9,8784810 — 10 
log cos 79° 6' 23",77 = 9,2764211 — 10 

V, log p = 0.4225490 

log 2 = 0.3010ä00 . 

log Xj = 0.6989700 

log (—x,) = 0.6020600 

log (—X3) = 0.0000001 

Xi=5, x, = — 4, X3 = — 1. 

4. X» =39x — 70. 

p = 13, q = — 35 = — q'. 
log q' = 1.5440680 

A log p = 1.6709151 
log cos g>* = 9.8731529 — 10 
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q>' = 41* 41' 37V3 

Y = 13* 53' 52", 41 

log cos 46 • 6' 7";59 = 9.8409684 — 10 
log cos 13* 53' 52",41 = 9.9870963—10 
log cos 73* 53' 52",41 = 9.4430382 —10 

V,logp = 0.5569717 
log 3 = 0.3010300 

log Xj =0.6989701 
log (- X,) = 0.8450980 
logx3 = 0.3010299 
Xi = 5, Xj = — 7, Xj = 2« 
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Anhang. 



Anhang. 

Uebungsbeispiele. 







Tafel 


I. 




BeclitwinUige ebene Dreiecke. 


a 


a 


b 


c 


2' 27' 


55" 


0,58100 


13,497 


13,509 


22° 37' 


12" 


5,3846 


12,923 


14,000 


30* 30' 


36" 


6,6000 


11,200 


13,000 


35° 53' 


52" 


12,751 


17,616 


21,746 


36° 52' 


12" 


9,000 


12,000 


15,000 


38° 21' 


47" 


13,497 


17,051 


21,746 


51° 38' 


13" 


13,825 


10,943 


17,632 


53° 7' 


48" 


11,200 


8,4000 


14,000 


54° 6' 


8" 


10,943 


7,9210 


13,509 


59° 29' 


24" 


12,923 


7,6154 


15,000 


67° 22' 


48" 


12,000 


5,0000 


13,000 


87° 32' 


5" 


17,616 


0,75840 


17,632 
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Bechtwinkllge sphErisehe Dreleeke. 
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b 
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Tafel IV. 

SehiefifiBkllge sphirisehe Dreiecke. 
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a 


b 


c 


a 


ß 


/ 


0/4/ 


U / // 


« «/ 


/ // 


/ // 


/ /' 


2 7 54 


50 2 56 


52 5 54 


44 56 


15 38 6 


163 53 38 


4 6 41 


50 2 56 


52 5 54 


4 34 28 


58 40 13 


118 26 56 


5 21 59 


56 15 43 


60 22 24 


4 3 15 


38 57 12 


138 54 54 


5 29 30 


41 32 38 


44 44 17 


6 32 15 


52 5 54 


123 7 37 


6 39 54 


36 10 39 


40 9 21 


8 40 9 


50 2 56 


123 7 37 


16 6 22 


40 32 33 


52 6 54 


15 38 7 


39 9 35 


129 57 4 


16 6 22 


52 5 54 


61 33; 4 


15 38 7 


50 2 56 


121 19 47 


17 35 7 


44 44 17 


56 52 23 


16 32 22 


41 32 38 


127 54 6 


17 56 41 


41 5 6 


47 37 21 


24 2 59 


60 22 24 


102 16 42 


20 32 33 


68 12 58 


80 14 41 


17 20 54 


52 5 54 


123 7 37 


21 7 35 


50 2 56 


56 52 23 


25 26 16 


64 9 43 


100 30 15 


22 35 52 


40 9 21 


56 52 23 


20 35 37 


36 10 39 


129 57 4 


27 59 4 


41 5 6 


60 22 24 


26 40 20 


38 57 12 


123 44 17 


29 6 11 


56 15 43 


77 43 18 


21 34 28 


38 57 12 


132 22 39 


35 30 24 


38 57 12 


56 15 43 


43 2 7 


47 37 21 


102 16 42 


36 10 39 


40 9 21 


50 13 68 


50 2 56 


56 52 23 


86 34 33 


38 57 12 


55 1 2 


56 15 43 


47 37 21 


74 18 19 


77 43 18 


39 20 24 


41 5 6 


60 22 24 


45 26 42 


47 37 21 


102 16 42 


40 9 21 


56 52 23 


79 29 45 


36 10 40 


50 2 56 


115 50 17 


41 5 6 


60 20 54 


60 22 24 


47 37 21 


77 39 26 


77 43 18 


41 5 6 


60 22 24 


79 39 38 


38 57 12 


56 15 43 


109 45 36 


41 32 38 


44 44 17 


57 10 4 


52 5 54 


56 52 23 


88 42 27 


44 44 17 


56 52 23 


80 14 41 


41 32 38 


52 5 54 


111 47 4 


46 59 


50 2 56 


56 52 23 


47 39 


64 9 43 


79 29 25 


50 2 56 


52 5 54 


63 21 53 


58 40 13 


61 33 4 


84 53 48 


50 2 56 


52 5 54 


99 57 42 


15 38 6 


16 6 22 


159 44 26 


52 5 54 


61 33 4 


83 34 56 


50 2 56 


58 40 13 


105 6 41 


56 15 43 


77 43 18 


119 37 37 


38 57 12 


47 37 21 


138 54 54 


56 52 23 


79 29 45 


107 37 55 


50 2 56 


64 9 43 


119 15 f 6 


56 52 23 


80 14 41 


103 59 30 


52 5 54 


68 12 58 


113 53 57 


68 12 58 


80 14 41 


128 11 15 


52 5 54 


56 52 23 


138 5 42 
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Die Sinns nnd Gosinns der Tielfaehen yon S^ 

Im ersten Quadranten. 








Sinus 


Cosinus 







1 


90 


3 


Sj Ti - t, r. 


ti r, + s, r. 


87 


6 


V2(t.|^ S, ) 


V2(s,V3+ t, ) 


84 


9 


V2(s,V2-t,y7) 


V2(s,l/2 + t,V2) 


81 


12 


V2( t, -S,)T) 


V2(t,V3+ s, ) 


78 


15 


r« 


Tl 


75 


18 


s« 


ti 


72 


21 


t, r, Si r. 


Sir^+tjrj 


69 


24 


V2(s,yT- t, ) 


V2(t,y:<+ S, ) 


66 


27 


V2 {i, f2^ S, »^ 


>(tiV2 + s.yT) 


m 


30 


V2 


V2yT 


60 


33 


s, Ti + tj r, 


ti ri — s, r, 


57 


36 


^ 


Si 


54 


39 


Si ri t, r, 


t« Ti + s, r. 


51 


42 


V2 (t, 1^- S,) 


V2(ti+S,»^ 


48 


45 


^I2f2 


V2I/T 


45 





Cosinus 


Sinus 



Si 



={ 



t. = 



Zar Abkürzung ist gesetzt: 
V* ■Y2i}/1 + 1) r, 

V4 . (1^ +1) 

V* • }T/ 5 + fö t, = 



^ 



V4.f2 (1/3-1) 
V* . (/5 - 1) 



V« . yi ^^5-1/5 
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Textaufgaben. 

1. Der Schatten eines senkrecht aufgestellten Stabes 
ibt b Meter lang, der Stab selbst a Meter. Unter welchem 
Winkel treflFen die Sonnenstrahlen die Erdoberfläche? 

2. Um die Höhe eines Turmes ST (Baumes etc.) 
zu messen, hat man 50 m weit vom Fusse S in dem 
Punkte R die „scheinbare Höhe", d. h. den Winkel 
SRT = 32* 7' gemessen. Wie gross ist ST? 

iT 




Figur 65. 



3. TJm die Höhe zu messen, wenn S unzugäng. 
lieh ist, hat man auf der Geraden KS von einem 
zweiten Punkt P ebenfalls die scheinbare Höhe des 
Objektes gemessen und gleich 21® 38' gefunden. Wie 
gross ergiebt sich in diesem Falle ST? 

4. Um die Erhebung eines Luftballons T über die 
Ebene zu messen^ hat man von zwei Punkten £, und Q 
aus die Winkel T RS = 30» 7', SRQ = 22<»36', SQR 
= 49^27' und die Entfernung QR = 250m gemessen. 
Wie gross ist ST? 

Anmerkung. Wie hat man sich die Messung der 
Winkel zu denken, wo doch der Punkt S im Terraia gar 
nicht markiert ist? 

Hessenberg, Ebene und sphärische Trigonometrie. 11 








^*U»IÄ^ 




ä» -.^ -, -, 


■ 




* 


'-i t, -s^rJ) 


t 


t» 


"V 


S| 


i4 




un 


'^'t,F3-.s,)^T) 


^ 


V« 


33 

3t> 


5|rj + t,r, 


U 


39 


Si r, t, r, 


42 


Vü (t. /J- s.) 


45 


V«/i" 



Cosinos 



•n Ton 3« 




V2 (s. v_2 + 1. yT) 

t. 

8iri_+t,r, 

Vt(t,yM- 8, ) 

'A (t. V 2 + s, y?) 

V.(t.+s.K3) 



Sinus 



Zur Ahkürzimg ist gesetst: 

"^n** iT> 3+r5 ^ IV*/T 



90 

87 

84 

81 

78 

75 



* >T) ^ ^ F ;> 



t,= Vi.^ 



I 



:g. .^e^en die g^^;^^^^^^ Unter welch. 

^ die Höie e^ ''^^^^^ ^^ Erdoberfläche 

♦* »Jan 5q ^®« Turmes ST (Baumes etc. 

» scheiß j^ ^ ^®^* ^ö™ ^*^sse S in den 

emes^ *^ö Höhe«; d. h. den Winke: 

^- TTie gross ist ST? 




-wenn S unzugäng. 

£i.den RS von einem 

scheinbare Höhe des 

» 38' gefunden. Wie 

3T? 

£''t:ballons T über die 

Punkten R und Q 

Q = 22«36', SQB 

= 250 m gemessen 

41« Messung 
to Ter 



X 
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5. Wie gross sind in der letzten Aufgabe die Winkel 
TKQ, TQR, RTQ? (Sowohl mit der ebenen wie mit 
der sphärischen Trigonometrie zu finden.) 

6. Von drei in einer Geraden liegenden Punkten R Q 
aus hat man gleichzeitig die Winkel TOS, TRS, TQS ge- 
messen. Bekannt sind ferner die Entfernungen OR = a, 
RQ=rb Wie findet man ST? 

7. In einer Ebene sei C von A und B aus sicht- 
bar, aber unzugänglich. Gemessen ist AB = c, <^ GAB 
= a, <CBA=^. Wie findet man CA? 

8. A sei von B aus weder sichtbar noch zugänglich, 
z. B. liege ein Berg dazwischen. Man hat CA = b, 
CB = a und <^ AGB = 7 gemessen. Wie gross ist AB ? 

9. öiebt es im selben Falle keinen Punkt G, von 
dem aus A und B zugänglich sind, so kann man zwei 
Punkte, G und D wählen, deren Entfernung GD be- 
kannt ist, und die Winkel AGB, BGD; BDA, ADG 
messen. Wie findet man daraus AB? 

10. In einem ähnlichen Falle sei AB messbar (z. B. 
sei durch den Berg ein geradliniger Tunnel gebaut), 
dagegen G von D aus unzugänglich. Wie findet man 
aus AB und denselben Winkeln, wie im vorigen Bei- 
spiel, GD? (§ 26, erste Hauptlage. Diese Aufgabe ist 
die „Hansensche".) 

11. Das Dreieck der Punkte ABG sei bekannt. 
Von D aus misst man die Winkel ADB, BDG. Wie 
gross ist GD? (Pothenotsche Aufgabe, § 26.) 

12. Eine Bahn hat die Steigung 1 : a, d. h. auf 
a Meter horizontales Fortschreiten kommt 1 m 
Steigung. Wie findet man den Winkel ^, den die Bahn 
mit der Horizontalen bildet? 



Textaufgaben. 
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13. In einer einfachen Weiche ist das Geleis öj 
geradlinig, G^ in einem Kreis geführt. An der Kreuzungs- 
stelle K der inneren Schienen bilden diese einen Winkel a, 
dessen Tangente gleich t ist. Wie findet man aus der 
„Spurweite" s hiermit die Länge 1 = AK der Weiche ? 

In Praxi ist t = 1 : 9 oder 1 : 10 (Neuntel- und 
Zehntel-Weiche), s = 1,435 m. 




Figur 67. 

14« Ein Geleise geht bis A geradlinig, macht darauf 
eine kreisförmige Biegung vom Radius R und Winkel a, AB. 
Sodann geht es von B bis C geradlinig, p Meter weit, dann 
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Textanfgaben 



erfolgt dieselbe Biegung nach der anderen Seite, CD, so 
dass bei D das Geleise wieder in die frohere Richtung über- 
geht. Um wieviel ist es dann „verschwenkt**, d. h. wie 
gross ist h? 




Figar 68. 

15. Wenn umgekehrt h, R, p gegeben sind, wie findet 
man a? Konstruktiv und rechnerisch! Welchen Sinn hat 
die zweite Lösung für a? 

Beispiel: R=il300m, p=60m, a=2»0'0", h=546,0cm. 
R = 1300m, p=60m, h=10m, a=3»42'21". 

16. Zwei Punkte P^, P, auf der Erdoberfläche haben 
die gleiche geographische Breite q> und die Längen 1^ 




Figur 69. 
und 1,. Wie gross ist ihre kürzeste Entfernung, wie 
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gross ihre Entferniiiig auf dem Breitengrad ? (Erdradius 
im Mittel 6365000 Meter.) 

17. Zwei Punkte F^ und P, haben die Breiten q>^ 
und 9),, die Längen 1^ und 1,« Wie findet man ihre 
kürzeste Entfernung e? 

18. Zwei Punkte Pj und P, haben die Breiten q>^ 
und qf>,. Ihre kürzeste Entfernung ist e. Wie findet 
man den Unterschied ihrer Längen? 

19. Wie gross ist der Winkel zweier Seitenflächen 
an der Kante des regulären Tetraeders? 

20. Wie gross ist er an der Kante des regulären 
Pentagondodekaeders? 



6« 3. 6$$cfteit scbe Ueriagsftaitdimig in £<ip3tig, 

Ooeben beginnt in unsrem Verlage eine neue Publi- 
kation zu erscheinen, die den Namen 

Sammlung ScDuberi 

führt. 

Der ungeahnte Aufschwung, den in den letzten Jahr- 
zehnten Technik und Naturwissenschaften genommen 
haben, hat die naturgemässe Folge gehabt, dass sich von 
Jahr zu Jahr .ein lebhafteres Interesse der 

— Mathematik — 

zugewendet hat. Wenngleich für jedes der einzelnen 
Gebiete der Mathematik Lehrbücher genug vorhanden 
sind, so fehlte es doch bisher an einem auf dem heutigen 
Standpunkte der Wissenschaft und der Lehrmethode stehen- 
den Lehrgange der gesamten Mathematik, welcher, ein- 
heitlich angelegt, in systematisch sich ent- 
wickelnden Einzel-Darstellungen alle Gebiete 
der Mathematik umfasste. 

Dieser Umstand beweg uns, die „Sammlung Schu- 
bert^ ins Leben zu rufen, eine Sammlung mathe- 
matischer Lehrbücher, die erstens wissenschaftlich 
angelegt sind, zweitens den Bedürfnissen des Praktikers Rech- 
nung tragen und drittens durch eine leichtfassliche Dar- 
stellung des Stoffs auch für den Nichlfachmann verständlich 
sind. Die Form der Darstellung ist so gewählt, dass die 
einzelnen Bände in gleicher Weise tür den Unterricht, 
wie für den Selbstunterricht, oder zur Bepetition ge- 
eignet sind. 



Soeben erschienen: 

Band I : Elementare Arithmetik u. Algebra 

von Prof. Dr. Herin« Schubert« 

n IV: Konstruierende und beschreibende 
Stereometrie von Prof. Dr« G. Holz- 
mttller. 

„ VI: Algebra, Determinanten und ele- 
mentare Zahlentheorie von Ober- 
lehrer Dr« 0« Pnnd« 



Im Laufe dieses und des nächsten Jahres folgen 
alsdann : 

Band II: Elementare Planimetrie von Prof« 

Dr« W« Pflieger. 

„ III: Ebene und sphärische Trigono- 
metrie von Oberlehrer Dr. F« Bohnert. 

y, V : Niedere Analysis von Prof« Dr. Herrn« 
Schubert« 

„ VII: Elemente der synthetischen Geo- 
metrie von Oberlehrer Dr« Böger. 

„ VIII : Analytische Geometrie der Ebene 

von Prof. Dr« Max Simon. 

r, IX: Analytische Geometrie desRaumes 

von Prof« Dr« Max Simon« 



